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worden. Das wort „elementar** ist dabei so zu nehmen, daß die höhere 
Analysts und im aligemeinen, auch die analytische Raumgeometrte ausge- 
schlössen bleiben, während die synthetische neuere Geometrie in den Kreis 
der Betrachtungen hineingezogen wird, soweit es die Methoden der dar- 
stellenden Geometrie erfordern. 

Alle Figuren, auf die ganz besondere Sorgfalt verwendet worden ist, sind 
streng konstruiert und fast jede ist ein Beispiel der darstellenden Geometrie. 

Trotz des elementaren Charakters geht diese neue Stereometrie weit 
über das übliche Ziel hinaus, gibt neben den Lehrsätzen umfangreiches Übun^s^ 
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an Vi^seitigkeit und Gediegenheit des. Inhalts wohl von keinem der 
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§ 1. Der Begriff der Näherang. 

Bei allen quantitativen Angaben von Größen, die nicht 
durch ganze Zahlen oder durch das Verhältnis von ganzen 
Zahlen ausdrückbar sind^ begnügen wir uns mit der Angabe 
eines Näherungswertes. Die Genauigkeit des Näherungs- 
wertes ist bei solchen Größen^ die durch eine Messung ge- 
wonnen werden, notwendigerweise beschränkt. Bei Größen 
hingegen, die durch eine mathematische Beziehung zu ganzen 
Zahlen definiert werden, wie zum Beispiel eine Quadrat- 
wurzel aus einer ganzen Zahl, kann die Genauigkeit so weit 
getrieben werden, wie wir wollen. Der Näherungswert ist 
entweder selbst eine ganze Zahl oder ein Verhältnis zweier 
ganzen Zahlen, z. B. ein Dezimalbruch. Denken wir uns nun 
eine Beihe von Näherungen a^, 6^2, 03, ... mit immer größerer 
und größerer Genauigkeit, je weiter wir in der Beihe der 
Näherungswerte fortschreiten, so zwar, daß ein Näherungs- 
wert, der in der Reihe hinreichend weit gewählt ist, beliebig 
wenig von allen folgenden Werten abweicht, so kann die 
Beihe der Näherungswerte als Definition eines Zahlenwertes 
betrachtet werden, ohne daß eine algebraische Beziehung zu 
ganzen Zahlen bekannt zu sein braucht. 

Wir können z. B. einen Zahlwert auf folgende Weise 
definieren: Es werde die Beihe der Zahleu 1, 2, 3, 5, 8, ... 
gebildet, indem man jedesmal die beiden letzten Zahlen zu- 
sammenzählt. Bezeichnet nun pn die n-te so gewonnene 
Zahl, so soll pn^i/pn der w-te Näherungswert sein. Dann 
läßt sich nachweisen, daß die Abweichung jedes Näherungs- 
wertes von allen folgenden beliebig klein wird, je weiter 
wir in der Beihe der Näherungswerte gehen. Denn setzt 



6 Einleitung. 

man an=Pn—i/Pnf so daß a» den w-ten Näherungswert be- 
zeichnet, so ist, dSL Pn=Pn^l+Pn — 2y 



a« 



und analog 



und mithin 



= l + a„_2 



1 an — a«_i 



= {fln—l 0^*1 — 2) • 



Folglich haben a„ — a„_i und a,j«i — a«— 2 entgegengesetzte 
Vorzeichen, Die Zahlen p^, p^, pg, ... wachsen, und zwar ist, 

da Pn^Pn-l+Pn-^2 Und Pn-i>Pn-2, Pn<2p„^i Und 
folglich Pnfl=Pn+Pn--l> ^/2Pn odCF «n + l = 2>»»/p«+l < Vs- 

Daraus ergibt sich, daß a„ — «n— 1? abgesehen von dem Vor- 
zeichen, kleiner als ^•{an—i—an-2) ist und also mit wach- 
sendem n beliebig klein wird. Die Zahlen o^, «2^ ^^s» ••• 
schwanken also in immer kleiner und kleiner werdenden 
Oszillationen hin und her, und daher weicht a„ von allen 
folgenden Näherungswerten nicht mehr als a„ + i— a^ ab. 

In diesem Falle läßt sich eine algebraische Beziehung 
zu ganzen Zahlen nachweisen. Denn, da 

— =1+011-1 
a„ 

und der Unterschied zwischen a^ und a«— 1 mit wachsen- 
dem n mehr und mehr verschwindet, so wird On für große 
Werte von n sehr nahe der Gleichung 

X 

genügen, und wir können daher lima„ eine Wurzel dieser 
Gleichung nennen. 

Die algebraische Beziehung zu ganzen Zahlen ist aber 
nicht notwendig für die Definition eines Zahlenwertes. Die 
Reihe der Näherungswerte würde ihren Sinn auch dann be- 
halten, wenn keine algebraische Beziehung zu ganzen Zahlen 
angegeben werden könnte. Es ist nur der Nachweis er- 
forderlich, daß ein Näherungswert von allen folgenden immer 
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weniger und weniger abweicht, je weiter wir in der Eeihe 
der Näherungswerte fortschreiten. 

Die Verfahren, durch welche die aufeinander folgenden 
Näherungswerte gewonnen werden, and sehr mannigfaltig. 
Eine Art, sie zu bilden, besteht darin, daß man zunächst 
nicht die Näherungswerte selbst berechnet, sondern die 
Differenzen je zweier aufeinander folgenden oder, wie man 
auch sagen kann, die Korrektur, die man an dem Nähe- 
rungswert anbringen muß, um den nächsten zu bilden. Der 
w-te Näherungswert ist dann gleich dem n — 1-ten Nähe- 
rungswert plus der Korrektur oder auch gleich dem ersten 
Näherungswerte plus der Summe der Korrekturen bis zu 
derjenigen Korrektur, die den n — 1-ten Näherungswert in 
den w-ten verwandelt. 

Statt der Reihe der Näherungswerte kann man also 
auch die Reihe der Korrekturen betrachten, wenn man noch 
den ersten Näherungswert hinzufügt Der Zahlenwert stellt 
sich dann als eine unendliche Summe dar: 

% "f" ^1 ~i" ^2 4" ^3 "f* • • • > 

WO q, ^2, Cg, ... die aufeinander folgenden Korrekturen be- 
deuten. 

Diese Art der Berechnung der Näherungswerte emp- 
fiehlt sich in solchen Fällen, wo das Bildungsgesetz der 
Korrekturen einfacher ist als das Bildungpgesetz der Nähe- 
rungswerte selbst. Sie hat dagegen keinen Zweck, wenn 
die Korrekturen erst aus den Näherungswerten selbst ge- 
wonnen werden müssen. 

Obgleich also jedes Näherungsverfahren als eine Summe 
von unendlich vielen Gliedern dargestellt werden kann, so 
soll doch keineswegs damit gesagt werden, daß es immer 
geraten ist, diese Art der Darstellung zu wählen. Indessen 
ist die Zahl der Fälle, wo sich die Darstellung durch eine 
Summe von unendlich vielen Gliedern empfiehlt, so groß^ 
daß es wohl angebracht erscheint, eine zusammenfassende 
Betrachtung dieses Verfahrens zu geben. Sie bildet den 
Gegenstand des vorliegenden Werkes. Das erste Glied 
liefert dabei also den ersten Näherungswert und die Summe 
der ersten n Glieder bildet den n-ten Näherungswert. 



I, Abschnitt. 

Reihen von konstanten Größen. 



§ 2. Die Konvergenz. 

Damit eine Summe von unendlich vielen Gliedern einen 
bestimmten Zahlenwert besitze, ist es erforderlich und hin- 
reichend, daß, wie schon oben bemerkt wurde, der w-te Nähe- 
rungswert von allen ihm folgenden beliebig wenig abweiche, 
wenn man n hinreichend groß wählt. Auf die Korrekturen 
bezogen, würde die Forderung daher sein, daß die Summe 
der Glieder, die auf das w-te folgen, mit wachsendem n be- 
liebig klein werde, wie weit man die Summe auch zusammen- 
zählen möge. Wir sprechen alsdann von einer konvergenten 
unendlichen Eeihe. Ist die Bedingung dagegen nicht erfüllt, 
so sprechen wir von einer divergenten unendlichen £eihe. 

Wenn z. B. die Glieder der unendlichen Reihe ab- 
wechselndes Vorzeichen besitzen und zugleich mehr und 
mehr abnehmen, je weiter man in der Reihe fortschreitet, 
und beliebig klein werden, wenn man hinreichend weit in 
der Reihe fortschreitet, so muß die Reihe konvergent sein. 
Denn die Näherungswerte nehmen dann abwechselnd zu und 
ab, und ihre Oszillationen werden immer kleiner und kleiner 
und beliebig kleio, wenn man hinreichend weit in der Reihe 
der Näherungswerte fortschreitet. Die Näherungswerte sind 
alsdann abwechselnd größer und kleiner als der durch die 
Reihe definierte Zahlenwert, oder was dasselbe ist, der Fehler 
eines Näherungswertes ist immer kleiner als die nächst- 
folgende Korrektur. Und zwar ist der Näherungswert zu 
klein, wenn die nächstfolgende Korrektur positiv ist und zu 
groß, wenn sie negativ ist. So ist z. B. die Reihe 
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konvergent und der Fehler des w-ten Näherangswertes ist 

kleiner als — --^. Die Konvergenz ist demnach liier eine 

langsame. Wir müßten z. B. hundert Glieder berechnen, um 
etwa die Einheit der zweiten Dezimale zu erhalten. Die 
Größe der Oscillationen nimmt zu langsam ab. In einem 
solchen Falle kann man die Konvergenz dadurch beschleu- 
nigen, daß man an Stelle der Näherungswerte dieser Reihe 
das aritlimetische Mittel zweier aufeinander folgender Nähe- 
rungswerte nimmt. 

Hier ergibt sich, wenn a» den n-ten Näherungswert 
bezeichnet: 

1 

«n + l — an = ±^jjq7Y 

_1 

«w — a„_i = H — , 

n 

folglich, wenn man addiert, 

an-{.i + an an + an—1 -r- 1 % + % _ 3 

2 2 ~"^2n(w+l)' 2 ~4' 

Derselbe Zahlenwert muß daher auch durch die fol- 
gende Reihe dargestellt werden: 

3 1,1 1 , /" ^ 1 



4 2.2.3 ' 2.3.4 2.4.5' \ '*"' ' 2n.w + l. 

So erhalten wir nun schon eine bedeutend bessere Kon- 
vergenz. Denn, um die Einheit der zweiten Dezimale zu 
erhalten, wärden schon sechs Glieder der Reihe genügen. 

Man könnte das Verfahren fortsetzen. Wenn An den 
>^ten Näherungswert der neuen Reihe bezeichnet, so ist 

A A _ 1 



Afi — -^n — 1 = 4" 



2(w+l)(w + 2) 
1 



2 w (n + 1) 
und folglich, wenn man wieder addiert. 
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+ 



2 2 2n(n + l)(w + 2)' 

-^1 +-^ _ 17/ 

Daraus ergibt sich die Beihe 

j 1 1 / - 1 \ 

'2^ 2.2.3.4 + 2.3.4.5 '•• r-'"""*"2n(n+l)(n+3)>/' 

Sechs Glieder dieser Reihe würden schon einen Näherungs- 
wert liefern, dessen Fehler kleiner als eine Einheit der 
dritten Dezimale ist. 



2^ - 0,70833 

onfi^^ 


n o'*(\M 




2.2.3.4 "'"""'*'' 

0011 7 


J 


2.3.4.5- "'""^^^ 

OO^^ft 


2.4.5.6 "'"""^ 

^ __ 001 AQ 




^•^•''•^ 0,71904 

0,02649 


"^•^•^•^ 0,02649 





0,69255 



Der Wert der Reihe liegt demnach zwischen 0,6925 und 

0,6926 + 7 Q Q - I^^s arithmetische Mittel zwischen 
^ • 7 . o • 9 

diesen beiden Grenzen würde eine noch größere Genauig- 
keit ergeben. 

Wenn die aufeinander folgenden Näherungswerte nicht 
abwechselnd größer und kleiner sind mit abnehmenden Os- 
zillationen, so ist die Konvergenz der Reihe nicht so ein- 
fach zu entscheiden. Wir wollen zunächst den Fall be- 
trachten, wo die Näherungswerte beständig zu- oder ab- 
nehmen, wo also alle Korrektionen dasselbe Zeiphen haben. 
Wenn man nun von einer solchen Reihe die Konvergenz 
nachgewiesen hat, so ist sie damit zugleich auch bewiesen 
für jede Reihe, deren Glieder ebenfalls alle gleiches Vor- 
zeichen besitzen und dem absoluten Betrage nach kleiner 
sind als die entsprechenden Glieder der ersten Reihe. Nimmt 
man z. B. den zweiten, vierten, sechsten, . . . Näherungswert 
der Reihe 



■ 
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so erhält man eine Eleihe von beständig zunehmenden Zahlen^ 
die denselben Wert hat, wie die erste Reihe. Wir können 
daher den Wert der ersten Reihe auch durch eine Reihe 
von lauter positiven Gliedern darstellen 

(i-i)+(i-i)+a-i)+... 

oder auch 

1:2 + 3:4 + 5:6"'" ••• V'"'^i2n-l)2n)' 

Der «-te Näherungswert dieser Reihe ist identisch mit 
dem 2w-ten Näherungswert der Reihe 

Der Fehler des n-ten Näherungswertes ist daher kleiner als 
1/(2 n + 1). Bildet man nun eine Reihe, deren Glieder kleiner 
sind als die entsprechenden Glieder dieser Reihe, z. B. 

2:2+4:4+6:6+ 878+* •• r'-'^2^:27i)' 

so muß auch hier der Fehler des w-ten Näherungswertes 
kleiner sein als 1/(2 w + 1)- 

Oder, um ein anderes Beispiel anzuführen, so ist der 
w-te Näherungswert der Reihe 

oder 

1.2 + 2. 3 + 3. 4^"* 

gleich 1 — !/(»+ 1). Folglich ist die Reihe konvergent und 
gleich 1 und der Fehler des w-ten Näherungswertes ist 
gleich l/(w+l). Damit ist zugleich auch die Konvergenz 
der Reihe 



2.2 ' 3.3 ' 4.4 ' V" (n + 2)(n + 2)> 

bewiesen, und der Fehler des n-ten Näherungswertes muß 
kleiner sein als 1/n+l. 



i 
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Jede Reihe von positiven Gliedern, deren Konvergenz 
nachgewiesen ist, kann man also wieder zum Nachweis der 
Konvergenz anderer Reihen verwenden. Man wird dabei, 
um die Konvergenz einer gegebenen Reihe zu beurteilen, 
die Vergleichsreihe so zu wählen suchen, daß sie sich mög- 
lichst nahe an di^ zu untersuchende Reihe anschließt. 
Außerdem ist es wünschenswert, daß man den Fehler der 
Näherungswerte der Vergleichsreihe einigermaßen genau und 
möglichst bequem angeben könne. 

Ist die Konvergenz der Reihe von positiven Gliedern 

^0 ~r ^1 "T ^2 I • • • 

bewiesen, so folgt aus ihr die Konvergenz einer anderen 
Reihe 

^0 "T ^1 ~r ^ 1 • • • 

wenn en/Cn für alle Werte von n einen endlichen Wert nicht 
überschreitet. Denn ist von einem gewissen Werte von n 
ab enlcn<m, so ist von hier an en<inCn und folglich von 
hier an der Fehler jedes Näherungswertes kleiner oder höch- 
stens gleich dem m-fachen des entsprechenden Fehlers der 
ersten Reihe. Diese Bedingung ist z. B. auch erfüllt, wenn 
von einem gewissen Werte von n ab e„+i/e„ <c„+i/c„ oder 
wenn mit anderen Worten die Glieder der zweiten Reihe 
relativ rascher abnehmen als die Glieder der ersten Reihe. 
Denn die Bedingung en^i/en<Cn^ilCn kann man auch 
schreiben e„-f i/c„+i<e„/c„. Mithin wird das Verhältnis 
en^rfCn-\-r für alle positiven Werte von r kleiner als e„/c„ 
und der Fehler des w-ten Näherungswertes ist mithin kleiner 
als eujCu multipliziert mit dem Fehler des w-ten Näherungs- 
wertes der ersten Reihe. 

Die geometrische Reihe spielt als Vergleichsreihe eine 
große Rolle. Es ist nämlich 

l+^ + a;2 + ...+^»-l_^^ ^ . 

1 — a; 1 — X 1 — X 

Wenn nun x positiv und kleiner als 1 ist, so ist die rechte 
Seite der Gleichung sehr wenig von 1/1 — x verschieden, 
sobald n groß gewählt wird. Für solche Werte von x ist 
daher die linke Seite der Gleichung ein Näherungswert von 
1/1 — X, dessen Fehler gleich x*^/l — x ist. 
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Mit der geometrischen Eeihe vergleiche man z. B. die 
Reihe für die Zahl e: 

Der Fehler des n-ten Nahernngswertes ist gleich 

1 1 1 1... 

1 .2...n 1.2...n.n+l 

Setzt man hier fn = 1/1 . 2 . . . w und a: = l/(n + 1), so sind die 
Glieder dieser Eeihe kleiner öder gleich den entsprechenden 
Gliedern der ß^ihe 

m + mx + fi^x^ + • • • 

und damit ist der Fehler des n-ten Näherungswertes kleiner als 

m/1 — X . 

Die geometrische Reihe kann in allen den Fällen als 
Vergleichsreihe benutzt werden, wo von einem gewissen 
Gliede ab jedes Glied einen gewissen Bruchteil des vorher- 
gehenden Gliedes nicht überschreitet. Ist x dieser Bruch- 
teil und m der Wert irgend eines Gliedes, das mit allen 
folgenden diese Regel ei^üllt, so ist der Fehler, den man 
begeht, wenn man gerade vor dem betreffenden Gliede 
stehen bleibt, offenbar nicht größer als die geometrische 
Reihe 

m + fnx + mx^ + . . . , 

d. h. nicht größer als m/l — x. Der Fehler ist, wenn x 
der 1 nicht zu nahe kommt, von derselben Ordnung wie m, 
also von derselben Ordnung wie der Wert des Gliedes, bei 
welchem man die Rechnung angehalten hat. Wir haben 
hier also eine ganz ähnliche Regel, wie in dem Falle, wo 
die Glieder der Reihe mit abwechselnden Zeichen beständig 
abnahmen« Die Genauigkeit eines Näherungswertes beurteilt 
man nach dem Betrage der nächstfolgenden Korrektion, so 
zwar, daß die nächstfolgende Korrektion, wenn auch nicht 
eine obere Grenze des Fehlers, so doch eine Größe der- 
selben Ordnung darstellt In vielen Fällen genügt die Kennt- 
nis, welche Dezimalstelle der Fehler etwa noch beeinflussen 
kann. Dann kann man sich die genauere Ermittelung der 
oberen Grenze m/1 > — x ersparen und einfach nur den Wert 
von m überschlagen. 
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Diese Re&:eL daß die nächstfoleende Korrektion un- 
geföhr den F^ler eines Näherungsw^es angibt, ist aber 
keineswegs bei allen Reihen erföllt. Bei der oben betrach- 
teten Reihe 

T72 + 2:3 + 3T4 + -" r"^(n + l)(n + 2)) 

z. B., die den Wert 1 besitzt, ist der Fehler des ^ten 
Näherungswertes gleich l/{n + l), während die nächstfolgende 
Korrektur nur gleich l/(n + l)(w + 2) ist Hier ist der 
Fehler also n + 2 mal größer als die nächstfolgende Korrektur 
des Näherungswertes. 
Die Reihe 

(1 — 1/2') + (1/2' - 1/3') + (1/3' - 1/4') + . . . 

wo € ein beliebiger positiver Wert sein soll, hat den Wert 1 
und der ^te Näherungswert ist gleich 1 — l/(n + 1)*. Der 
Fehler des n-ten Näherungswertes ist also gleich l/(n + 1)'* 
Nun ist nach dem binomischen Satz 



(-r- 



l + en-'+^-^^n-* + .... 



folglich 
und damit 



(1 — l/n)-'>l + ß»-' 



1 1 . 



oder 



(n — 1)' n' w.n' 



1 
:> 



oder auch 



(w — 1)' n' n,n' 



> 



das heißt 
Mithin ist auch 



n' (n + l)'^(w+l)i+'' 
1/2P+1/3P+1/4P + ... (c.., = ^-^j, 
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wo p>l sein soll, ebenfalls konvergent, und der Fehler 
des n-ten Näherungswertes ist kleiner als l/£(n + l)^ 
Denn es ist für ^ = 1 + c 

_JL_= l <lfl l\ 

(n+l)P (n+l)(n + iy^eW (n + l)V* 
Auch die Reihe 

1/2P + 1/3. + ... (c»-.=.(^) 

kann zweckmäßig als Vergleichsreihe angewendet werden. 
Es sei z. B. die Reihe zu untersuchen, deren n-ter 
Näherungswert Nn gleich 

iV; = l + i + i + ... + ;^:^-lognatn 

ist. Die nächste Korrektur des n-ten Näherungswertes ist 
dann gleich 

Cn=Nn^l — Nn = log Uat . 

n n 

Nun ist aber 



lognat = log nat(l + — j 



~s. ""■J'^2 +"^-t.3 ""••• 



Folglich ist 

lognat— —>- — i — 

und mithin ist Cn positiv und 

Der Fehler des n-ten Näherungswertes ist daher kleiner als 

^n^"*"^ (n+ 1)2 + "^(^ + 2)2 ■•"••• 
und damit, wie eben gezeigt, kleiner als 

Die Reihe ist also konvergent. Ist G ihr Wert, so wird 
demnach für große Werte von n 
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l + i + i + '««H T nahezu gleich (7+lognatn 



(Abweichung < 2^). 



Für kleine Werte von e wird die Konvergenz der 
Vergleichsreihe 

2. 2- "^ 3. 3* "^4. 4- ■^••" V"-' (n + l)(n+l)V 

immer langsamer und für e = hört sie ganz auf. Die Ver- 
gleichsreihe geht dann über in die Reihe 

deren Divergenz sich aus der Bemerkung ergibt, daß 

1.1. .1 1 1 



n+1 ' w + 2 ' ' 2n 2n 

ist. Wie viel Glieder man also auch von der Reihe vorn 
wegstreicht, es muß die Summe der übrig bleibenden immer 
größer als ^/s bleiben. Mithin muß die Summe der ersten 
n Glieder imbegrenzt wachsen, wenn man n größer und 
größer nimmt. 

Für jeden noch so kleinen positiven Wert von e ist 
dagegen die Reihe 

2TF'^3TF''"474^"'"'" V""^^(n+l)(n+l)V 

konvergent, wenn auch der Fehler des w-ten Näherungs- 
wertes, für den wir die obere Grenze l/fi(n+l)* gefunden 
haben, erst bei sehr großen Werten von n klein wird. 

Das Verhältnis zweier aufeinander folgender Glieder 
ist gleich 

_ (n+l)(n+l)' _ (l + lK+^ 
CnjCn-i ^^ + 2) (n + 2)- (1 + 2/n)*+i * 

Nach Potenzen von 1/w entwickelt, erhalten wir 

Cn/Cn—i=^ 1 — (1 + c) — + Glieder höherer Ordnung . 
Das Glied erster Ordnung in 1/n hat den Koeffizienten 

-(1+4 
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Nun sei eine zweite Reihe 

^0 • ^1 "r ^2 ~r • • • 

gegeben^ deren Konvergenz untersucht werden soll. Laßt 
sich in dieser Reihe das Verhältnis e„/an~i ebenfalls nach 
Potenzen von 1/n entwickeln 

e„/eH-- 1 = 1 — a • 1/n + Glieder höherer Ordnung 

und ergibt sich^ daß a größer als 1 ist^ so folgt sogleich 
aus 

^n/^n - 1 — Cn/Cn _i = (l + fi — «) — + Glieder höherer Ordnung, 

daß für hinreichend große Werte von n die rechte Seite 
negativ, also c„/Cn_i <Cn/Cn-i sein muß, sobald e<a — 1 
gewählt wird. Damit ist die Konvergenz der vorgelegten 
Reihe bewiesen und der Fehler des n-ten Näherungswertes 
kann für solche Werte von n nicht größer sein als 

en 1 



Wenn dagegen a kleiner als 1 ist, so muß die vor- 
gelegte Reihe divergieren. Denn wenn sie konvergierte, so 
müßte auch die Reihe 

konvergieren, weil 

** =1 — l/w + Glieder höherer Ordnung 



Cn-i n + 2 
und daher 
ön/öM- 1 — CnjCn^i = (1 — «) — + Glieder höherer Ordnung. 

Für a < 1 müßte die rechte Seite für hinreichend große 
Werte von n positiv sein und damit c„/c„_i <e„/e„_i. Da 
wir aber wissen, daß die Reihe 

Bunge, Theorie und Praxis der Reihen. 2 
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nicht konvergiert, so kann folglich die vorgelegte Reihe auch 
nicht konvergieren. Mit anderen Worten, die vorgelegte 
Reihe divergiert, weil die Glieder relativ langsamer abnehmen, 
als die Glieder der divergenten Reihe 



§ 3. Die unbedingte und die bedingte Konvergenz. 

Wenn eine Reihe aus positiven und negativen Gliedern 
besteht, und man bildet eine neue Reihe, indem man die 
Vorzeichen aller Glieder positiv nimmt, so ist die Kon- 
vergenz der ersten Reihe bewiesen, sobald die Konvergenz 
der zweiten Reihe feststeht. Denn der Unterschied zwischen 
zwei Näherungswerten der ersten Reihe kann dem absoluten 
Betrage nach nicht größer sein als der Unterschied der ent- 
sprechenden beiden Näherungswerte der zweiten Reihe, weil 
der Unterschied im ersten Falle aus denselben Gliedern be- 
steht, die nur nicht alle das gleiche Zeichen zu haben 
brauchen und daher sich gegenseitig aufheben können. Da- 
gegen folgt nicht umgekehrt die Konvergenz der zweiten 
Reihe aus der der ersten, sondern es ist der Fall wohl 
möglich, daß die erste Reihe konvergiert, während die zweite 
divergiert. So ist z. B. die Reihe 

konvergent, während die Reihe 

divergiert. Man nennt in einem solchen Falle die Kon- 
vergenz eine bedingte, weil, wie sich später zeigen wird, 
die Konvergenz von der Anordnung der Glieder abhängig 
ist und bei geeigneter Umstellung der Glieder aufhört. Ist 
dagegen die Reihe der mit positiven Zeichen genommenen 
Glieder konvergent, so nennt man die Konvergenz unbedingt. 

Der Wert einer Reihe, die aus lauter positiven Gliedern 
besteht, ist von der Anordnung der Glieder unabhängig. 

Sei nämlich bei irgend einer Anordnung der Glieder N 
der n-te Näherungswert. Ist nun eine zweite Anordnung 
derselben Glieder gegeben, so gehen wir in der Summation 
dieser zweiten Reihe so weit, daß alle Glieder aufgenommen 
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sind, die in dem Näherungswert N vorkommen. Diese 
Summe^ die wir N' nennen wollen, unterscheidet sich dann 
von N nur um Glieder, die nicht in N enthalten sind. 
Eine Sunune von Gliedern aber, die nicht in N enthalten 
ist, muß kleiner sein als der Fehler von N; denn sie bildet 
nur einen Teil der Glieder, welche den Fehler von N zu- 
sammensetzen. Folglich ist N' zwar größer als N, über- 
triflft N aber um weniger, als der Fehler von N betragt. 
Mithin liegt N' zwischen N und dem Werte der Reihe in 
der ersten Anordnung der Glieder. Da wir nun den Nähe- 
rungswert N so genau wählen können wie wir wollen, so 
folgt, daß die Summation der Glieder in der zweiten An- 
ordnung dem Werte der Reihe beliebig nahe kommt, wenn 
man in der Summation weiter und weiter geht. 

In ähnlicher Weise läßt sich zeigen, daß auch der Wert 
einer Reihe, die aus positiven und negativen Gliedern be- 
steht, von der Anordnung der Glieder unabhängig ist, wo- 
fern nur die Reihe konvergent bleibt, wenn man alle Glieder 
ins Positive verwandelt. Es bezeichne nämlich wie eben N 
den n-ten Näherungswert der gegebenen Reihe. Ist nun 
eine zweite Anordnung der Glieder vorgelegt, so gehen wir 
wieder in der Summation so weit, daß alle Glieder, die in 
N vorkonnnen, in der Summe aufgenommen sind. Die 
Summe, die wir mit N' bezeichnen, kann sich dann von N 
nur durch Glieder unterscheiden, die nicht in N vorkommen. 
Ist N der w-te Näherungswert in der Reihe, die wir er- 
halten, wenn alle Glieder ins Positive verwandelt werden, 
so folgt, daß die bei der zweiten Anordnung erhaltene 
Summe N' sich von N weniger unterscheidet, als der Fehler 
von N beträgt Denn der Unterschied besteht ja nur aus 
einem Teil der Glieder, die den Fehler von N ausmachen, 
und diese müssen sich außerdem noch zum TeU gegenseitig 
zerstören, wenn verschiedene Zeichen unter ihnen vorkommen. 
Mithin kann die Summe N% die wir bei der zweiten An- 
ordnung erhalten, auch von dem Werte der ersten Reihe 
nicht mehr verschieden sein, als der absolute Fehler von 
N plus dem Fehler von JY. Da wir nun beide Fehler so 
klein machen können me wir wollen, so muß die Summa- 
tion der zweiten Anordnung dem Werte der ersten Reihe 
beliebig nahe kommen, wenn man in der Summation hin- 
reichend weit geht. 

2* 
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Anders ist es dagegen, wenn bei der Verwandlung der 
Glieder ins Positive die Reibe nicht mehr konvergent bleibt. 
In diesem Falle ist der Wert der Reihe nicht von der An- 
ordnung der Glieder unabhängig. Vielmehr läßt sich zeigen, 
daß die Reihe durch geeignete Anordnung der Glieder jeden 
beliebigen Wert erhalten kann. Das hat seinen Grund 
darin, daß in einem solchen Falle die Summe der positiven 
Glieder für sich genommen und die Summe der negativen 
Glieder für sich genommen keine endliche Summe geben. 
Sei nämUch JV' ein ^^äherungswert der gegebenen Reihe und 
n und m die Summe seiner positiven und negativen Glieder, 
so ist N=n — m. Wäre nun z. B. die Summe der posi- 
tiven Glieder für sich konvergent, so müßte sich mit N zu- 
gleich auch n einem bestimmten Werte nähern. Dann müßte 
aber auch m sich einem bestimmten Werte nähern, weil 
m = n — N. Damit müßte dann auch n-^m sich einem be- 
stimmten Werte nähern, was der Voraussetzung widerspricht 
Es müssen daher die positiven Glieder für sich und ebenso 
die negativen Glieder für sich eine divergente Reihe bilden. 
Damit läßt sich nun der Beweis führen, daß bei geeigneter 
Anordnung der Glieder die Reihe jeden beliebigen Wert 
erhalten kann. Soll z. B. der Wert 100 herauskommen, 
so stelle man zunächst die positiven Glieder voran, ohne 
ihre Reihenfolge zu ändern und fahre so lange fort, positive 
Glieder hinzuzustellen, bis ihre Summe zum ersten Male den 
Wert 100 überschreitet. Dann lasse man ein negatives Glied 
folgen, wodurch die Summe wieder heruntergedrückt wird. 
Wenn sie mit dem einen negativen Gliede noch nicht unter 
100 hinabgeht, so fuge man weitere negative Glieder in 
ihrer ursprünglichen Reihenfolge hinzu, bis die Summe zum 
ersten Male unter 100 hinuntergeht. Dann nehme man 
wieder die nächstfolgenden positiven Glieder hinzu und fahre 
so lange damit fort, bis wieder der Wert 100 überschritten 
wird, dann wieder negative Glieder, bis der Wert wieder 
unter 100 sinkt usw. Auf diese Weise wird die Summe 
fortgesetzt um 100 herum schwanken und sich niemals 
weiter von 100 nach oben oder unten entfernen, als das letzte 
hinzugefügte Glied beträgt. D. h. die Oszillationen um 100 
herum müssen, je weiter wir in dieser Weise fortschreiten, 
immer kleiner und kleiner werden, weil bei der voraus- 
gesetzten Konvergenz der ursprünglichen Reihe die Glieder 
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beliebig klein werden müssen. Folglich ist der Wert der 
Reihe in der neuen Anordnung gleich 100, was auch immer 
ihr Wert bei der ersten Anordnung gewesen sein mag. Um 
der Reihe durch eine andere Anordnung der Glieder einen 
negativen Wert zu geben, würde man in analoger Weise 
zuerst die negativen Glieder voranzustellen haben in solcher 
Zahl, bis zum ersten Male ihre Summe unter den betreffenden 
negativen Wert hinuntersinkt. Ebenso könnte man durch 
eine geeignete Anordnung der Glieder bewirken, daß die 
Reihe überhaupt nicht mehr konvergiert. Man brauchte 
z. B. nur zuerst so viel positive Glieder zu nehmen, bis 
ihre Summe größer ist als 10, dann das erste negative Glied, 
dann wieder so viele von den folgenden positiven Gliedern, 
bis die Summe größer ist als 100. Darauf wieder ein ne^ 
gatives Glied und so viele positive Glieder, bis die Summe 
größer ist als 1000 usw. Auf diese Weise kommen alle 
positiven und negativen Glieder einmal vor. Der Wert der 
Reihe ßteigt aber über alle Grenzen hinaus. 

Aus diesem Grunde nennt man die Konvergenz einer 
solchen Reihe eine bedingte. Die Konvergenz sowohl, wie 
der Wert der Reihe ist nicht, wie bei den unbedingt kon- 
vergenten Reihen, durch die Beträge der Glieder allein be* 
stimmt, sondern ist von ihrer Anordnung abhängig. So hat 
z. B. die oben betrachtete Reihe 

1-i + i — i + i-... 

bei dieser Anordnung den Wert 1. Bei der folgenden An- 
ordnung dagegen 

H-i + i + i-i + i + i-i + - + 2^ + ^-^ + ... 

ist der Wert der Reihe, wie man unmittelbar sieht, größer 
als 1. Denn man kann die Glieder so zusammenfassen 

(l+i) + (i + l-i) + (i + i-i) + ... 

/ ^ 1 1 1_ 1^ \ 

r*~' 2n — l"^2w n (2n—l)2n)' 

Der n-te Näherungswert dieser Reihe ist gleich dem 
Sn — 1-ten Näherungswerte jener Reihe und für hinreichend 
große Werte von n ist der 3 n — 1-te Näherungswert be- 
liebig wenig von dem 3 «-ten und 3 n + 1-ten verschieden. 
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■ 

Die Reihe 

(l+i)+(i+i-i)+(m-i)+- (^-x° (2n-l)2j 
oder 

ist aber, wenn man das erste Glied 1 wegläßt, gleich der 
Reihe, deren Wert oben § 2, S. 10 berechnet worden ist 
Wir fanden ihn oben bis auf eine Einheit der dritten Dezi- 
male gleich 0,693. Die hier vorliegende Reihe 

1 + i + i + i-i+i + i — i+... 
ist also bis auf eine Einheit der dritten Dezimale gleich 1,693. 



§ 4. Addition, Subtraktion und Multiplikation 

nnendlicher Beilien. 

Sollen zwei Werte addiert, subtrahiert oder multipliziert 
werden, so ändert sich das Resultat beliebig wenig, wenn 
man die Größen hinreichend wenig ändert. Wenn man also 
statt der Größen selbst Näherungswerte der Größen einsetzt, 
so muß sich auch ein Näherungswert für das Resultat er- 
geben. Der Fehler dieses Näherungswertes wird beliebig 
klein, wenn die Fehler jener Näherungswerte hinreichend 
klein angenommen werden. Man kann also für das Re- 
sultat der Rechnung eine Reihe von Näherungswerten bilden, 
deren Fehler immer kleiner und kleiner und beliebig klein 
werden. Folglich kann man das Resultat der Rechnung 
auch als eine unendliche Summe schreiben. Ihr erstes Glied 
ist der erste Näherungswert und die weiteren Glieder sind 
die Korrekturen, die man an den Näherungwerten anzu- 
bringen hat, um einen Näherungswert in den nächsten zu 
verwandeln. 

Damit ist bewiesen, daß man die Summe, die DiflFerenz 
oder das Produkt zweier unendlichen Reihen wieder als eine 
unendliche Reihe darstellen kann. Man kann dabei jedoch 
auf verschiedene Arten zum Ziel kommen, und dabei zeigen 
sich gewisse Verfahren vorteilhafter als andere. 
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Es seien zwei unendliche Reihen zu addieren ^ und es 
seien N und N^ die n-ten Näherungswerte dieser beiden 
Reihen. Dann ist N+N' ein Näherungswert der Summe. 
Sind Cn und c« die Korrekturen von N und JV', so ist 
Cn + Cn die Korrektur von N+N\ Man kann daher die 
Summe der beiden Reihen in der Form schreiben 

{C0 + CS) + (C1 + C[J + (C2 + CS) + ... 

oder da c» mit wachsendem n beliebig klein wird und daher 
N-^N'-^-Cn auch mit beliebiger Genauigkeit den Wert der 
Reihe darstellen muä^ so kann man die Zusammenfassung 
je zweier Glieder auch weglassen und schreiben 

Co + ci + Ci + ci + Ci + ci + ... 

Wenn man hier die Glieder der einen Reihe verstellt, 
jedoch so, daß sie nur gegen die Glieder der anderen Reihe 
ihre Stellung ändern, untereinander dagegen ihre Reihen- 
folge beibehalten, so kann der Wert der Reihe sich nicht 
ändern, auch wenn beide Reihen nur bedingte Konvergenz 
haben. Denn bricht man die Reihe an irgend einer Stelle 
ab, so muß die Sunune der Glieder bis zu der betreffenden 
Stelle gleich der Summe zweier Näherungswerte der ge- 
gebenen beiden Reihen sein. Und wenn man hinreichend 
weit gegangen ist, so muß der Fehler beider Näherungs- 
werte beliebific klein sein und daraus folgt, daß auch der 
Fehler ihrer Summe beUebig Uein sein muß. 

Ist eine der beiden Reihen unbedingt konvergent, so 
kann man die Reihenfolge ihrer Glieder beliebig ändern, 
ohne daß der Wert der Reihe, welche die Summe darstellt, 
sich ändert. Sind beide Reihen unbedingt konvergent, so 
können alle Glieder der Summenreihe ihre Anordnung be- 
liebig ändern, ohne daß der Wert sich ändert. 

Was von der Summe zweier Reihen gezeigt ist, gilt 
ebenso von der Differenz zweier Reihen. Denn man kann 
ja die Differenz als eine Summe auffassen, indem man die 
Reihe bildet, deren Glieder denen der abzuziehenden Reihe 
entgegengesetzt sind. 

Eine konvergente Reihe von Werten, von denen jeder 
als eine unendliche Reihe von Gliedern definiert ist, kann 
man in eine konvergente Reihe dieser Glieder verwandeln. 
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Es sei nämlich 

wo 

a = Qo + «1 + «2 + • • V 

usw. 

Die Konvergenz der Reihe A verlangt, daß der Fehler des 
w-ten Näherungswertes, der mit N^ bezeichnet werden möge, 
mit wachsendem n beliebig kJein wird. Nun besteht N^ aus 
einer endlichen Anzahl von unendlichen Reihen, deren Summe 
sich, wie oben gezeigt ist, als eine einzige konvergente Reihe 
schreiben läßt, die aus den Gliedern a, ß, . , . besteht. Der 
r-te Näherungswert dieser Reihe wird beliebig wenig von Nu 
verschieden sein, wenn r hinreichend groß genommen wird. 
Wir bezeichnen ihn mit N^ In dem Schema 

CCq CC^ CI2 CC3 « • • dy — 1 • • • 

ßo ßl ßi ßs "* ßr— 1 • • • 

7o 71 Y2 7s '"7r-i 



. . • 



erhält man die Glieder, aus denen Nn zusammengesetzt ist, 
in dem Rechteck, das aus den ersten n Reihen und den 
ersten r Kolonnen gebildet wii*d. Für einen hinreichend 
großen Wert von n und einen entsprechend großen Wert 
von r ist Nn beliebig wenig von Ä verschieden. Nur muß 
mit wachsendem n der Wert von r nötigenfalls rascher zu- 
nehmen als n. Der Unterschied zwischen Nn+i imd N^ be- 
steht aus den ersten r Gliedern der w + l-ten Reihe und 
aus den ersten w + 1 Gliedern einer Anzahl Kolonnen, die 
auf die r-te folgen. Die Anzahl dieser Kolonnen ist jedesmal 
so groß zu bemessen, daß mit wachsendem n der Näherungs- 
wert Nn sich beliebig wenig von Nu, also auch beliebig 
wenig von A unterscheidet. Dann ist 

A^N, + {N,-N,) + (N,-N,) + ... 

In der Reihe kommen alle Glieder a, /ff, y . . . vor und jedes 
nur einmal. Wenn wir diese Glieder in jeder Klammer in 
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der Reihenfolge von links nach rechts und oben nach unten 
schreiben, wie sie in dem Schema vorkommen, so können 
wir die Klammern auch weglassen. Auf diese Weise ist 
also die Reihe von Reihen als eine einfache Reihe der Größen 
^9 ß> y '" geschrieben. 

Bleibt die Reihe von Reihen konvergent, wenn alle 
Glieder a, ßy y .., positiv genommen werden, so kann man, 
wie oben gezeigt, ihre Reihenfolge beliebig annehmen. Eine 
bequeme ISummationsmethode besteht dann darin, daß man, 
wie bei der Multiplikation, die Reihen je eine Stelle einrückt 

^0 > ^l> ^2 9 % • • • 
ßof ßl9 r 2 • • • 

7q9 Yi '" 



und die Glieder kolonnenweise addiert. 

Um auch das Produkt zweier konvergenten Reihen wieder 
sh konvergente Reihe darzustellen, kann man folgendermaßen 
verfahren. Es seien Nn und N^ die w-ten Näherungswerte 
der beiden miteinander zu multiplizierenden Reihen, so ist 
NnNn ehi Näherungswert des Produktes, dessen Fehler zu- 
gleich mit den Fehlern von Nn und Nn beliebig klein werden. 
Bind nun Cn und Cn die Korrekturen, die an den Näherungs- 
werten Nn und Nn anzubringen sind, um sie in die nächst- 
folgenden Näherungswerte zu verwandeln, so ist die Korrektur 
des Näherungswertes Nn N/, gleich c„ Nn + Cn Nn + c„ Cn . Wir 
erhalten daher für das Produkt der beiden Reihen die 
folgende Reihe: 

NiNi + (ciNi + ciNi + cicO + (c2Ni + ciN^ + C2ci) + ... 

Wenn man hierin für Nn und Nn ihre Ausdrücke als Summen 
der Großen c einsetzt, so wird jede Klammergröße aus einer 
Summe von Produkten je eines c mit einem & bestehen. 
Das Bildungsgesetz wird am deutlichsten, wenn man sich 
die sämtlichen Produkte in dem folgenden Schema darstellt: 

CqCo + Co'Ci + C0C2 +•..+ CoCn-i + Co c^ + • • • 
ciCo + c[Ci + Ci'Ca +...+ C[Cn-x + CiCn+'' 
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In der ersten Reihe stehen die Produkte aller Glieder der 
ersten Reihe mit Cq, in der zweiten Reihe alle Produkte 
der ersten Reihe mit ci usw. Das allgemeine Glied CnNü 
+ ciNn-{-CnCn besteht mm aus den ersten w- Gliedern der 
n+ 1-ten Kolonne, den ersten n-Gliedern der w+ 1-ten Reihe 
und dem Gliede, das der n + 1-ten Kolonne und der n + 1-ten 
Reihe gemeinsam ist. Die betreffenden Produkte sind in 
dem Schema durch fetteren Druck hervorgehoben. Der n-te 
Näherungswert des Produktes wird aus den w-Gliedern ge- 
bildet, die den ersten w-Kolonnen und den ersten n-Reihen 
gemeinsam sind. 

In der Summe der 2 n + 1 Produkte der c, welche das 
allgemeine Glied (?„ j^ -f- c,5 jN^i + c» c« ausmachen, möge nun 
die Reihenfolge innegehalten werden, die sich ergibt, wenn 
man für Nn und Nn die Summen der c in der gegebenen 
Reihenfolge einsetzt und die Produkte cN ausführt. In 
unserem Schema würde das heißen, daß wir die n ersten 
Glieder der n + 1-ten Kolonne in der Reihenfolge von oben 
nach imten und die n ersten Glieder der n + 1-ten Reihe in 
der Reihenfolge von links nach rechts aufführen. Alsdann 
bleibt die unendliche Reihe, welche das Produkt darstellt, 
auch dann noch konvergent, wenn man die Klammem weg- 
läßt. Denn aus der Konvergenz der beiden gegebenen Reihen 
folgt, daß irgend eine Summe aufeinanderfolgender Glieder 
der ersten oder zweiten Reihe eine endliche obere Grenze M 
nicht übersteigen können. Mithin kann eine Summe auf- 
einanderfolgender Produkte der Summe c„ Nu oder der Summe 
CnNn dem absoluten Betrage nach den Wert c„ Jf oder c^M 
nicht übersteigen. Da nun c„ und c,' mit wachsendem n 
beliebig klein werden, so muß also eine beliebige Summe auf- 
einanderfolgender Produkte, die in c„ ^ + c« Nn vorkonamen, 
beliebig klein sein, wenn n hinreichend groß gewählt wird. 
Dieser Satz ist unabhängig von der Art der Konvergenz 
der beiden Faktoren. Die Reihe, welche das Produkt dar- 
stellt, muß konvergieren, wenn die beiden Faktoren kon- 
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vergieren, gleichgültig ob* ihre Konvergenz bedingt oder un- 
bedingt ist. 

Man kann die Anordnung des Produktes auch in das 
folgende Schema bringen: 

CoCof CqCi, C0C29 C0C3, CqC^.,. 
ci Co 
c'iCxy C1C2, c[cz, cic^... 



cico 






cici 






C2C3, 


C3C0 
C3CI 

C3C2 


cic^ ... 




C3C3, 


C3 C4 . . . 

clco 

cici 

cid 
cics 
cic^ ... 



Jede Horizontalreihe des ersten Schemas erscheint hier im 
rechten Winkel umgeknickt. Die ersten n-Giieder der w-ten 
Reihe des ersten Schemas sind in die 9^te Kolonne ge- 
schrieben und die folgenden Glieder der Reihe nach in die 
folgenden Kolonnen. 

Bezeichnen dod,d^... die Summen der von links nach 
rechts aufeinanderfolgenden Kolonnen^ so ist das Produkt 
durch die Reihe 

^0 + ^1 + ^ + • • • 

dargestellt. Hier kann man auch die einzelnen Glieder cfc 
einsetzen, wenn man sie in der Reihenfolge der Kolonnen 
von oben nach unten nimmt. 

Für das Produkt unbedingt konvergenter Reihen ergibt 
sich indessen die Möglichkeit, das Resultat noch in eine 
andere Form zu bringen, was bei bedingt konvergenten 
Faktoren im allgemeinen nicht möglich ist. 

Sind nämlich beide Faktoren unbedingt konvergente 
Reihen, so muß auch die Reihe, die ihr Produkt darstellt, 
unbedingt konvergieren. Denn ihre Konvergenz bleibt ja 
bestehen, wenn die Vorzeichen aller Glieder positiv genommen 
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werden. Daraus folgt, daß man in diesem Falle die Glieder 
des Produktes in beliebiger Reihenfolge anordnen kann^ ohne 
den Wert der Reihe zu ändern. Von diesen Anordnungen 
empfiehlt sich besonders eine als zweckmäßig. Man erhält 
sie, wenn man in dem ersten Schema die zweite Reihe um 
eine Stelle einrückt, die dritte Reihe um zwei Stellen, die 
vierte um drei usw. und dann die Kolonnen, wie sie sich 
dabei ergeben, aufeinanderfolgen läßt. Die Reihenfolge inner- 
halb der Kolonnen ist dabei unwesentlich. Manchmal ist es 
zweckmäßig, die Glieder, die in einer Kolonne stehen, in 
einer Summe zusammenzufassen: 

CoCo + CoCi +C0C2 + ... 

+ cico +cici + ... 

+ C2 Co + . . . 

... 

CoCo + (CoCi + cico) + (cic2 + Cl Ci + c| Co) + . . . 

Diese Ausführung des Produktes zweier Reihen ist der 
Multiplikation zweier ganzer Zahlen oder zweier Dezimal- 
brüche analog. Nur daß es bei den ganzen Zahlen und 
Dezimalbrüchen üblicher ist, von rechts nach links ein- 
zurücken. Es hindert aber nichts, auch die Multiplikation 
zweier ganzen Zahlen oder zweier Dezimalbrüche genau naph 
demselben Schema auszuführen, wie das Produkt der beiden 
unendlichen Reihen. Dies ist sogar im allgemeinen vor- 
zuziehen. Denn wenn z. B. die beiden miteinander zu mul- 
tiplizierenden Dezimalbrüche in ihren letzten Stellen nicht 
mehr sicher bekannt sind, so wird es unzweckmäßig sein, 
von dem Produkt auch noch diejenigen Stellen auszurechnen, 
die von den unbekannten weiteren Stellen der beiden Fak- 
toren beeinflußt werden. Ist z. B. 1,23 mit 3,12 zu mul- 
tiplizieren, so ist die zweckmäßigste Anordnung nicht die 
übliche: 

246 
123 
369 

3,8376 

Denn wenn die beiden Faktoren nur Näherungswerte dar- 
stellen, bei denen die letzte noch hingeschriebene Stelle viel- 
leicht schon nicht mehr ganz sicher ist, so sind auch für 
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das Produkt nur die ersten drei Stellen von Bedeutung und 
die AusrediDung der übrigen ist eine fiberflüssige Arbeit 
Die Multiplikation finge also bei dieser Anordnung der 
Operationen damit an, die Stellen zu berechnen, die für das 
fiesoltat gar keinen Wert haben, und wendete sich dann 
erst zu den wertvollen Stellen. Offenbar ist die umgekehrte 
Beihenfolge viel richtiger, wo wir erst die wichtigen Stelleu 
berechnen. Denn es steht alsdann frei, aUe überflüssige 
Rechnung beiseite zu lassen. Bei dieser zweckmäßigeren 
Anordnung der Operationen haben wir nun genau die- 
selbe Ausführung, wie sie auch für die unendlichen 
Reihen sich als zweckmäßig erweist: 

3,69 

12 

2 



3,83 



Die Übereinstimmung der beiden Verfahren ist kein Zufall* 
Ein Dezimalbruch kann eben als ein Näherungswert einer 
unendlichen Reihe angesehen werden, deren Glieder die 
einzelnen Stellen des Dezimalbruches sind. Nur bleibt 
der Unterschied bestehen, daß je zehn Einheiten einer 
Kolonne eine Einheit der Kolonne links davon ergeben, 
während in dem Falle allgemeiner unendlicher Reihen eine 
solche Beziehung zwischen den Gliedern natürlich nicht 
besteht. 

Als Beispiel möge die Multiplikation der beiden Reihen 

l+a + — + -- + ... Allgemeines Glied = — . 
und 

l + ^ + öl + öi + --« Allgemeines Glied = - 

ausgeführt werden. 

Beide Reihen sind für jeden beliebigen Wert von a 
oder 6 unbedingt konvergent. Denn wird z. B. a positiv 
angenommen und n so groß gewählt, daß a/(n + l) kleiner 
als 1 ist, so ist der Fehler des n-ten Näherungswertes der 
ersten Reihe kleiner als die geometrische Reihe 
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«n/ a ( a y ( a Y \ 



fl^ 1 

n! a 



n+1 



Dieser Fehler kann so klein gemacht werden^ wie man wül, 
indem man n hinreichend steigert. Setzt man nämlich n+1 
an die Stelle von n, so wird 

_ 0" + ^ 1 TP a 



(n+1)! _a_^'" n + 1* 

n + 2 

Es ist also i^n+i nur ein Bruchteil von JP„, und analog 
zeigt sich, daß JP„+2 kleiuer ist als al(n + 2)F„^i usw. 

Die Fehler der Käherungswerte nehmen relativ immer 
rascher und rascher ab und zwar so, daß für hinreichend 
große Indices der Fehler eines Näherungswertes ein beliebig 
kleiner Bruchteil des Fehlers des vorhergehenden Näherungs- 
wertes ist. 

Die Multiplikation kann mithin nach dem oben an- 
gegebenen Schema durch Einrücken der Reihen wie beim 
Multiplizieren von Dezimalbrüchen ausgeführt werden. 

1 + a + «% ! + «Vs 1 + . . . + a"/„ I + . . . 

h + b.a + b. a^lt\ + . . . + 6 . a"— V(«-i) i + • • • 

+ 6*/2! + 6V2!« +... + 6V21.«"-V(»-2)l+... 
+ 6»/3! +... + 6»/8!.a--V(n-8)! + ... 



+ 6"/nl + ... 



Die in einer Kolonne stehenden Glieder lassen sich nach 
dem binomischen Satz zusammenfassen. Denn es ist 

n! ■"n!"^^'(n— l)! + 2]'(n — 2)!"*"" 

Jn-l Jn 

(n — 1) ! n! 
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Bezeichnet man den Wert der ersten fieihe mit /"(a), 
so ist der Wert der zweiten Reihe f(b) und das Resultat der 
Multiplikation der beiden Reihen f(a + h). Wir haben daher 
die Gleichung 

m • m = f{a + h) . 

Setzt man die Faktoren einander gleich, so ist 

f{a).f{a) = f{2ä) 
und für mehr als zwei Faktoren folglich 

imr=nra) 

oder, wenn ra = c gesetzt wird, 

Man nehme nun an, es wäre der Wert m gefanden, 
für den die Reihe f(m) gleich 10 ist, so folgt demnach aus 

10 = f(m) 
zunächst 

und da 



so ergibt sich 



oder 



lO' = (/■(»»))•• = /"(rOT) 



Mit anderen Worten, wenn der Briggsche Logarithmus 
einer Zahl gleich rjs ist, so liefert die Reihe 



f{i-)- 



i+7"+op»"+i:i3?""+--'»"" 



den zugehörigen Numerus Logarithmi. Bei der Rechnung 
kann r/s absolut genommen gleich 1/2 oder kleiner als 1/2 
vorausgesetzt werden. Denn wenn r/s größer als 1/2 ist, so 
kann man schreiben: 

r/s = n±_rjs, 
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WO n die nächst kleinere oder größere ganze Zahl bedeutet und 
rjs kleiner als 1/2 oder höchstens gleich 1/2 ist. Dann ist 



/•(^m) = 10«./*(±^mV 



Setzt man in der Reihe 



r/5 = l/m ein, so wird 

1 4_ 1 j_ j I [_ ^ 101/«» 

Für den Wert der linken Seite läßt sich mit geringer 
Mühe ein genauer Näherungswert finden, wie schon oben 
(S. 13) besprochen worden ist. Der Fehler des 10-ten Nähe- 
rungswertes z. B. ergibt sich nach der oben abgeleiteten 
Formel kleiner als: 

^ ^ < 31. 10-8. 



1.2.3.4. ..10 1 — 1/11 

Er wird also auf etwa drei Einheiten der siebenten Stelle 
genau sein. Auf sieben Stellen berechnet ist der 10-te Nähe- 
rungswert 

2.7182815. 

Damit ergibt sich der Wert der unendlichen Reihe auf 
sechs Stellen genau gleich 

2.718282. 

Man pflegt den Wert der unendlichen Beihe mit dem 
Buchstaben e zu bezeichnen. Die Zahl 1/m ist demnach der 
Briggsche Logarithmus von e oder m — l/loge. Wenn wir 
die Potenz 10'*/* als eine Potenz von e ausdrücken, so wird, 
da e = 101/"» 

10* /* = e"* *'/* 
und mithin 

oder, wenn wir —m==a setzen 

s 
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Das Resultat der Multiplikation dieser Reihe mit der Reihe 
läßt sich damit in der Gleichung zusammenfassen 



§ 5. Die Diyision unendlicher Reihen. 

Auch auf die Division unendlicher Reihen lassen sich 
ähnliche Methoden anwenden. Wenn der Nenner nicht Null 
ist, so ist der Quotient zweier Näherungfiwerte ein Näherungs- 
wert des Quotienten, dessen Fehler zugleich mit den Fehlem 
jener beiden Näherungswerte beliebig klein wird. Und wieder 
kann man wie immer aus der Reihe der Näherungswerte 
eine unendliche Reihe bilden, deren Näherungswerte sie sind. 
Dabei hat man wieder die Möglichkeit auf die verschiedenste 
Weise vorzugehen. Hier möge ein Verfahren besonders her- 
vorgehoben werden, das sich an die eben auseinandergesetzte 
Multiplikation unbedingt konvergenter Reihen anschUeßt. 

Es seien zwei konvergente Reihen A und B gegeben 

^ = «0 + ^1 + «2 + • • • 

B^% + \ + \ + ... 

Man multipliziere nun, um den Quotienten AjB zu bilden, 
den Nenner B mit dem Quotienten der ersten beiden Glieder 
«o/^o und ziehe das Produkt von dem Zähler ab. Der Rest 
ist dann wieder eine konvergente unendliche Reihe, die mit 
A! bezeichnet werden möge. 

B . ao/6o = Oq + &i fl^o/&o + \ ^o/&o + - -» 

A' = A — B.aolh= +«0 +al +... 

wo aQ = ai — 6i Oo/bof (ii = (h — &2 öto/^o^ usw. 

Runge y Theorie und Praxis der Reihen. 3 
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Die Gleichung 

A' = Ä — BaolbQ 

läßt sich auch so schreiben 

Ä/B^ao/h + Ä'IB, 

so dafi damit die Division von A/B auf die Division von 
A'/B zurückgeführt ist. Mit A' und B kann man nun die- 
selbe Operation noch einmal machen und findet auf die- 
selbe Weise 

A'IB = ailbo + A''IB, 

wo -4." aus -4.' und B in derselben Weise gebildet ist wie 
A' aus A und B. Fährt man in dieser Weise fort, so er- 
gibt sich nach n Schritten 

Wenn sich nun zeigen läßt, daß A^**^ mit wachsendem n 
beliebig klein wird, so ist damit gezeigt, daß sich der Quo- 
tient in die unendliche Beihe 

entwickeln läßt. Der Fehler des n-ten Näherungswertes 
dieser Reihe ist gleich A^^^jB. 

Wenn die Reihe B und die sich für den Quotienten 
ei^ebende Reihe 

Q = Oo/fto + cio/bo + a^/ho +... 

unbedingt konvergent sind, so kann man sich den Nachweis 
sparen, daß die Reihe A^^^ mit wachsendem n beliebig 
klein wird. Denn da nach dem Bildungsgesetz der Größen 

(iQf <lOf . . . 

SO ist 

an = bn Oojbo + bn-iOolbo + ... + bi 4"""^V6o + 6o ö4"V6o . 

Folglich ergibt sich die Reihe A als das Produkt der 
beiden Reihen Q und B, wenn man das Produkt in der 
oben beschriebenen Weise durch Einrücken der Horizontal- 
reihen ausführt. 
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Diese Art, die Division zweier Reihen auszuführen, ist 
genau analog der Division zweier ganzen Zahlen oder zweier 
Dezimalbrüche, wenn man davon absieht, daß hier die Be- 
ziehung zwischen den Einheiten der verschiedenen Stellen 
bestehen^ wonach je zehn Einheiten einer Stelle zu einer 
Einheit der nächst höheren Stelle zusammengefaßt werden 
können. 

Als Beispiel möge die Division der beiden Beihen 

sina = a — a^si + «Vßi — • • • 
cosa = 1 — a^/21 + a*/^i — ... 

in den ersten Schritten ausgeführt werden 

l — a«/2i + a*/il — ...|a — a3|3,_^öt5/5j... +««/„,. ..|a + 2a8/8i 

^'=-f 2a3/s,-4a5/ß,-... + (n-l)a''/„i... 

.„ , 2.4.6 .. , » — 3.n — l.n+1 ^, 

^'= H 3 — a% . . . . + 3 a"/«! . . . 



Man hat also 
sina 



cosa 



= a + 2 a^s ! + A''jcosa . 



Die beiden Reihen sina und cosa sind für jeden beliebigen 
Wert von a unbedingt konvergent. Denn wenn man in 
jeder der Reihen hinreichend weit vorgeht, so wird jedes 
Glied ein beliebig kleiner Bruchteil des vorhergehenden. 
Folglich muß auch jede der bei der Division auftretenden 
Reihen A, A' usw. für jeden beliebigen Wert von a un- 
bedingt konvergent sein, denn sie sind durch Multiplikation 
und Subtraktion aus sina und cosa abgeleitet. Man wird 
diese Reihen ebenso wie die für sin und cos indessen für 
größere Werte von a nicht verwenden, weil man zu viel 
Glieder berücksichtigen müßte. 
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§ 6. Beihen tod komplexen Zahlen. 

Was hier von unendlichen Beihen reeller Zahlen gesagt 
ist, läßt sich auch auf Reihen komplexer Zahlen übertragen. 

Was zunächst die Konvergenz betriflFt, so hat man die 
reellen und imaginären Teile für sich zu betrachten. Eine 
Reihe von komplexen Zahlen heißt konvergent, wenn die 
reellen Teile der Glieder für sich und die imaginären Teile 
für sich konvergent sind. Die Reihe heißt unbedingt kon- 
vergent, wenn die Reihen der reellen und imaginären Teile 
für sich unbedingt konvergent sind. Man kann dieser Be- 
dingung eine etwas einfachere Form geben. 

Es sei 

^0 1 ^ ~r ^2 "T ^ H~ • • • 

eine Reihe von komplexen Zahlen 

cx = ax + ßxi' 
Wird nun 

gesetzt, so ist r^ größer oder mindestens gleich dem abso- 
luten Betrage jeder der Größen a^, ßx* 
Wenn daher die Reihe 

konvergiert, so kann man daraus auf die unbedingte Kon- 
vergenz der Reihen a und ß und damit auf die unbedingte 
Konvergenz der gegebenen Reihe von komplexen Zahlen 
schUeßen. Aber auch umgekehrt folgt die Konvergenz der 
Reihe 

aus der unbedingten Konvergenz der Reihen a und ß. Das 
ergibt sich daraus, daß rx kleiner oder höchstens gleich ist 
der Summe der absoluten Beträge von ax und ßx. Denn 
wenn die absoluten Beträge | ax \ und ßx \ für sich konver- 
gente Reihen geben, so muß auch die Summe dieser beiden 
Reihen, d. h. die Reihe der Beträge IoaI + I/SaI; konvergent 
sein, und damit muß auch die Reihe 

konvergieren. 
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Mit anderen Worten, für die unbedingte Konvergenz 
der Reihe von komplexen Zahlen ist notwendig und hin- 
reichend, daß die ßeihe der „absoluten Beträge" Tq, r^, r^ . . 
der komplexen Zahlen konvergiert. 

Der Wert einer unbedingt konvergenten Reihe ist von 
der Anordnung der Glieder unabhängig. 

Der Fehler des n-ten Näherungswertes einer Reihe von 
komplexen Zahlen ist eine komplexe Zahl, deren reeller 
Teil gleich dem Fehler der Reihe der reellen Teile und 
deren imaginärer Teil gleich dem Fehler der Reihe der 
imaginären Teüe ist. 

Die Addition und Subtraktion von Reihen komplexer 
Zahlen läßt sich ebenso ausführen, wie bei Reihen von 
reellen Zahlen. Man kann die Glieder der einen Reihe be- 
liebig zwischen die Glieder der anderen Reihe stellen und 
erhält auch bei bedingter Konvergenz die Summe oder die 
Differenz der beiden Reihen, wofern man nui* die Glieder 
derselben Reihe nicht umstellt. Bei unbedingter Konvergenz 
der beiden Reihen ist auch ihre Summe und ihre Differenz 
unbedingt konvergent und die Anordnung der Glieder kann 
beliebig geändert werden, ohne den Wert zu beeinflussen. 

Von den Reihen von Reihen gilt ebenfalls das Gleiche, 
was oben von den Reihen reeller Größen gezeigt ist. In 
der Tat faßt ja die Reihe von komplexen Zahlen nur in 
eine Formel zusammen, was man ebensogut in zwei Formeln 
schreiben kann, wenn man die reellen Teile und die imagi- 
nären Teile für sich betrachtet. 

Auch die Multiplikation läßt sich nach demselben 
Schema ausführen, das oben aufgestellt worden ist. Denn 
weon Nn und Nu die w-ten Näherungswerte der beiden mit- 
einander zu multiplizierenden Reihen 

^0 ~r ^1 "T ^2 I ^8 H~ • • • 

und 

Co + ci + ci + ci + ... 

sind, so ist NnNn ein Näherungswert des Produktes, und da 

80 kann man das Produkt 

luaNn . Um jV;^ = lim JV.. Ni, 
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durch die Reihe darstellen: 

Hier kann man die Näherungswerte N und N' durch die 
Summe ihrer Glieder ersetzen und die Klammem beseitigen^ 
wofern man nur die Glieder in den Summen cN^ und &N 
in derselben Eeihenfolge läßt^ in der sie in den gegebenen 
Reihen vorkommen. 

Bei unbedingter Konvergenz nimmt man die Reihen- 
folge der Glieder des Produktes am zweckmäßigsten so, 
wie sie in dem zweiten Schema S. 28 angegeben ist, in dem 
man die eine Reihe mit den einzelnen Gliedern der anderen 
Reihe multipliziert und jede so entstehende Horizontalreihe 
um eine Stelle weiter einrückt. 

Aus der Multiplikation der Reihen von komplexen 
Zahlen folgt, daß auch die Division sich in derselben Weise 
ausführen läßt, wie es in § 5 für Reihen von reellen Größen 
auseinandergesetzt ist. 



n. Abschnitt. 

Reihen von Fnnktionen. 



§ 7. Die gleichmäfiige KonTergeiiz. 

Bisher ist nur von bestimmten Werten die Bede ge- 
wesen, die man durch die unendlichen Reihen berechnet. 
Die Ausführungen sind aber nicht auf diesen Fall beschränkt. 
Auch eine Punktion einer oder mehrerer Veränderlichen 
kann in derselben Weise dargestellt werden. Für jeden 
besonderen Wert der Veränderlichen oder für jedes besondere 
Wertsystem, wenn es sich um mehrere Veränderliche handelt, 
haben wir es dann mit einem bestimmten Werte der Reihe 
und der GHeder der Reihe zu tun. Wenn wir aber die 
Veränderlichen nicht bestimmte Werte annehmen lassen, so 
sind die Glieder der Reihe und ihre Näherungswerte, sowie 
die Fehler der Näherungswerte Funktionen der Verändeiv 
liehen. 

Von einer genäherten Darstellung einer Funktion ist 
zu verlangen, daß die Näherungswerte zugleich für alle be- 
trachteten Werte der Veränderlichen Näherungswerte bilden, 
deren Fehler beliebig klein gemacht werden können, wenn 
man in der Reihe hinreichend weit fortschreitet. Sonst hat 
man es ja gar nicht mit einem Näherungswert der Funktion 
zu tun, sondern mit einer Annäherung an einen speziellen 
Wert der Funktion. 

Man ist nun geneigt, zu glauben, daß, wenn für jeden 
besonderen Wert der Veränderlichen die Fehler der Nähe- 
rungswerte beliebig klein werden, sie auch bei unbestimmt 
gelassenen Veränderlichen sich ebenso verhalten werden. 
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Das ist aber keineswegs der Fall^ und es wird gut sein^ an 
einigen einfachen Beispielen zu zeigen, daß es nicht so ist. 

Es sei z. B. nx/(l+n^x^) der n-te Näherungswert, so 
ist für jeden besonderen Wert von x der Grenzwert, dem 
man sich nähert, wenn man n größer und größer werden 
läßt, gleich Null. Die a^-Achse bildet also die graphische 
Darstellung des Grenzausdruckes limnxKl+n^ x^). Wie 
oben schon bemerkt, kann man den Grenzausdruck auch 
als unendliche Keihe schreiben. Es ist dazu nur uötig, die 
Differenzen je zweier aufeinander folgender Näherungswerte 
zu bilden. Die Summe dieser Differenzen bildet die un- 
endliche B«ihe 

limw x/(l + n^ x^) = ^7— — - + 



1 + x^ ' (l+ic2)(l + 4a;2) 
x-^6x^ 

'^(i + Ax^)(i + 9x^y"' 

I _ x — n{n-[- l).x^ \ 
P ^ (l+n2a;2) (! + (» + 1)2^:2)/ • 

Für alle Werte von x haben die Glieder der unendlichen 
Reihe bestimmte Werte, die, je weiter man in der Seihe 
geht, um so kleiner werden, derart, daß für jeden bestimmten 
Wert von x die Reihe unbedingt konvergiert. Für jeden 
bestimmten Wert von x kann man n so groß wählen, daß 
der w-te Näherungswert beliebig wenig von versctdeden 
ist. Läßt man jedoch den Wert von x unbestimmt, indem 
man z. B. alle Werte von x zwischen — 1 und +1 zuläßt, 
so wird der n-te Näherungswert, wie groß man auch n wählt, 
nicht für alle diese Werte von x zugleich beliebig wenig 
von verschieden sein. Die Kurve, welche den M-ten Nähe- 
rungswert graphisch darstellt, deren Ordinate also gleich 
nxj{l-\-n^x^) ist, schmiegt sich keineswegs in ihrem ganzen 
Verlauf an die Abszissenachse an. Vielmehr hat sie ein 
Maximum bei aj=4-l/w, dessen Ordinate gleich 1/2 ist 
und ein Minimum bei x = — 1/n, dessen Ordinate gleich 
— 1/2 ist. In der nebenstehenden Figur sind der 10-te und 
der 100-te Näherungswert gezeichnet. 

Es geht also aus der Konvergenz der Reihe für alle 
betrachteten Werte von x noch keineswegs hervor, daß man 
den Fehler des n-ten Näherungswertes durch die Wahl eines 



§ 7. Die gleichmäßige Konvergenz. 



41 



hinreichend großen Wertes von n auch für die Gesamtheit 
der betrachteten Werte von x beliebig klein machen könne. 
Wenn die Näherungswerte die Eigenschaft haben ^ sich 
für die (resamtheit der betrachteten Werte der Veränderlichen 
beliebig genau an den Grenzwert anzuschmiegen, so sagt 
man^ sie konvergieren gleichmäßig. Wenn sie dagegen zwar 
für jeden besonderen Wert von x sich dem Grenzwert be- 
liebig genau anschließen , aber nicht zugleich für die Ge- 
samtheit der betrachteten Werte^ so nennt man die Kon- 
vergenz eine ungleichmäßige. Von der obigen S.eihe würden 
wir also z. B. sagen, daß sie in dem Intervall x=^ — 1 bis 




Fig^ur 1. 



a: = -f- 1 ungleichmäßig konvergiert. In dem Intervall a;= + 1 
bis x = -{-2 dagegen ist sie gleichmäßig konvergent; denn 
hier wird der n-te Näherungswert für hinreichend große 
Werte von n beliebig wenig von verschieden sein. Die 
Kurve, welche den n-ten Näherungswert graphisch darstellt^ 
schmiegt sich in dem ganzen Intervall x = l bis x = 2 be^ 
liebig genau an die ^- Achse an, wenn n hinreichend groß 
gewählt ist. Die Konvergenz ist in der Tat gleichmäßig in 
allen Intervallen, die den Wert nicht enthalten. Denn 
die Punkte, wo sich die Kurve des n-ten Näherungswertes 
von der o?* Achse um Strecken entfernt, die mit wachsendem n 
nicht beliebig klein werden, ziehen sich mit wachsendem n 
immer näher und näher um den Nullpunkt zusammen, so 
daß sie aus jedem Intervall schließlich herausrücken, das 
den Nullpunkt nicht enthält. Hier hängt die ungleichmäßige 
Konvergenz mit einem einzigen Werte von x zusammen, 
nach dessen Ausschaltung die Konvergenz gleichmäßig wird. 
Es lassen sich aber auch Beispiele bilden, wo die Ungleich- 
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mäßigkeit der Konvergeuz sich über beliebig viele Punkte 
erstreckt. 

Wenn man die oben betrachtete Reihe, die für jeden 
Wert von x gleich ist, zu einer gleichmäßig konvergenten 
Reihe hinzuaddiert oder von ihr abzieht^ so ändert sich der 
Wert der Reihe nicht, aber die Summe muß in einem Inter- 
vall^ das den Nullpunkt enthält^ auch ungleichmäßig kon- 
vergieren. 

Denn der w-te Näherungswert der Summe ist gleich 
der Summe der w-ten Näherungswerte der beiden einzelnen 
Reihen, und sein Fehler gleich der Summe der Fehler dieser 
beiden. Da nun der Fehler des w-ten Näherungswertes 
imserer Reihe für x = + lln gleich +1/^ ^st, so muß der 
Fehler des w-ten Näherungswertes der Summe für große 
Werte von n für x=+l/n sehr wenig von +1/2 ver- 
schieden sein. Für jeden bestimmten Wert von x aber wird 
der Fehler mit wachsendem w beliebig klein, und zwar auch 
für ic = 0. Dasselbe gilt, wenn man unsere Reihe zu einem 
beliebigen geschlossenen Ausdruck addiert oder von ihm sub- 
trahiert. So kann man jede Funktion auch durch eine un- 
gleichmäßige konvergente Reihe darstellen. Subtrahiert man 
z. B. unsere Reihe von dem Ausdruck xj (1 + x% so ergibt sich 

X 2x^ — X 6x^ — X 



1+x^ (l+x^){l + Ax^) ' {l+Ax^){l + 9x^) 

Ungleichmäßig konvergierende Darstellungen sind von 
praktischer Bedeutung, wenn es sich um Annäherungen an 
unstetige Funktionen handelt. Wenn nämlich die Glieder 
einer Reihe stetige Funktionen der Veränderlichen sind, so 
kann durch eine solche Reihe eine unstetige Funktion nur 
bei ungleichmäßiger Konvergenz dargestellt werden. Denn 
wenn die Reilie in einem Intervall gleichmäßig konvergent 
ist, so läßt sich zeigen, daß sie immer eine stetige Funktion 
darstellen muß. Denn bei gleichmäßiger Konvergenz wird 
der Fehler des w-ten Näherimgswertes für alle betrachteten 
Werte der Veränderlichen beliebig klein, wenn man w hin- 
reichend groß gewählt hat. Sind nun die Glieder der Reihe 
stetige Funktionen der Veränderlichen, so ist auch der w-te 
Näherungswert eine stetige Funktion der Veränderlichen. 
Die Änderung des Näherungswertes wird daher für hin- 
reichend kleine Änderungen der Veränderlichen beliebig 
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klein. Da nun der Fehler des Näherungswertes für alle 
Werte der Veränderlichen beliebig klein gemacht werden 
kann, so muß auch die Änderung, welche der Fehler bei 
Änderungen der Veränderlichen erfährt, beliebig klein 
bleiben. Mithin muß auch die Änderung der ganzen Reihe 
beliebig klein sein. Eine gleichmäßig konvergente Reihe 
stetiger Funktionen kann mithin niemals eine unstetige Funk- 
tion darstellen. 

Sei z. B. 1/(1 +a;*") der n-te Näherungswert, oder was 
auf dasselbe hinauskommt, sei die Reihe gegeben 



+ 



^2 Q^i 



1 + X^ ' (1+^^)(1+^*) (l+x^){l+x^) 



- + 



X^ — X 



6 



«\ I" • • • ^ 




SO ist der Grenzwert fär alle Werte von x zwischen — 1 
und + 1 gleich 1, für alle Werte von x dagegen, die außer- 
halb der Strecke — 1 bis +1 liegen, ist der Wert gleich 0. 
F$r X gleich — 1 und +1 selbst ist der Wert gleich 1/2. 
Die graphische Darstellung dieser Werte ist eine Linie, die 
von — c» bis — 1 mit der a;- Achse zusammenfällt, bei x=—l 
auf den Abstand + ^2 ^^^ dann + 1 springt, bis x = +l 
in diesem Abstand parallel der ic-Achse läiA, bei x = -\-l 
wieder zur ic-Achse in zwei Sprüngen von der Größe Y2 
heruntersinkt und von da ab bis ins Unendliche wieder 
mit der rr -Achse zusammenfällt. 

Die Konvergenz ist unbedingt aber ungleichmäßig in 
jedem Intervall, das eine der beiden Sprungstellen x = + l 
oder a? = — 1 enthält. In der Figur sind der fünfte Nähe- 
rangswert und der fünfzigste Näherungswert durch Kurven 
graphisch dargestellt. Man sieht, wie sich die Kurve des 
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Näherungswertes an die eckige Linie, die den Grenz- 
wert darstellt, anschließt. Der Unterschied entsprechender 
Ordinaten wird überall sehr klein, mit Ausnahme der Um- 
gebungen von a; = +l und — 1. Hier können die Ordi- 
natenunterschiede nicht beliebig klein sein, wie weit man 
auch in der Reihe der Näherungswerte gehe, weil die Un- 
stetigkeitsstellen eine imgleichmäßige Konvergenz bedingen. 
Dabei ist dennoch die Konvergenz überall erhalten; denn 
bei x=+l haben Grenzwert und Näherungswert dieselbe 
Ordmate 1/2. 

Übrigens ist zu bemerken, daß, wenn man den An- 
schluß der Näherungskurven ungleichmäßig nennt, sich dies 
nur auf den Unterschied der Ordinaten für gleiche Abszissen 
bezieht. Die Kurve des Näherungswertes schließt sich hier 
an die eckige Linie immer genauer und genauer an, bei den 
Sprungstellen schließt sie sich an die senkrechte Linie an, 
welche die Parallele im Abstand 1 mit der Abszissenachse 
verbindet. 



§ 8. Die Potenzreihen. 

Eine sehr viel gebrauchte Form von Beihen sind die 
sogenannten Potenzreihen. Das sind unendliche Reihen von 
der Form 

Uq -{- a^x -{- a2X^ + üqX^ -{- , . . 

Jedes Glied besteht aus einer Potenz von x mit ganzzahligem 
positivem Exponenten, multipliziert mit einer beliebigen von 
X unabhängigen Größe. Zur Beurteilung ihrer Konvergenz 
dient in der Regel die geometrische Reihe. Läßt sich z. B. 
nachweisen, daß a„;r" dem absoluten Betrage nach nicht 
größer ist als mr", so ist der Fehler des ^^ten Näherungs- 
wertes dem absoluten Betrage nach nicht größer als 

m r" + m r" + ^ + m r"+^ + . . . 

d. h. nicht größer als mr*^/l — r, r kleiner als 1 voraus- 
gesetzt. Dies gilt ebenso, wenn die Größen a und x kom- 
plexe Werte haben. 

Wenn eine Potenzreihe, die nach Potenzen von x fort- 
schreitet, für irgend einen speziellen Wert von x konvergiert, 
so muß sie für alle Werte von x, die einen kleineren absoluten 
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Betrag haben, unbedingt und gleichmäßig konvergieren in 
dem Sinne, daß für jeden Bereich der komplexen Ebene, 
der nur Werte von kleinerem absolutem Betrage enthält, 
Näherungswerte von beliebiger Genauigkeit gefunden werden 
können. 

Es sei z. B. für x = Xi die Konvergenz der Reihe nach- 
gewiesen, so können die Glieder UnXi eine endliche Grenze 
nicht überschreiten, weil sie ja mit wachsendem n beliebig 
klein werden müssen. Sei M die Grenze, welche die absoluten 

Beträge der Glieder anxl nicht überschreitet und sei R der 
absolute Betrag von x^ . Dann ist also On dem absoluten 
Betrage nach nicht größer als JfJB""", mithin a„ic" dem 
absoluten Betrage nach nicht größer als Jfr^/i?**, wo r den 
absoluten Betrag von x bedeutet! Daraus folgt, daß der 
Fehler des w-ten Näherungswertes nicht größer sein kann 
als Jf.r^/B"- 1/(1 — r/E). Für alle Werte von x, deren 
absoluter Betrag den Wert r nicht überschreitet, muß daher 
der Fehler des n-ten Näherungswertes für einen hinreichend 
großen Wert von n beliebig klein gemacht werden können. 
Dies gilt auch, wenn man alle Glieder durch ihre absoluten 
Beträge ersetzt, und damit ist die unbedingte und die gleich- 
mäßige Konvergenz für den Bereich aller Werte, deren 
absolute Beträge nicht größer sind als r, nachgewiesen. Die 
Größe r muß dabei kleiner als ü sein, kann aber dem 
Werte R so nahe kommen, wie man will. 

Hieraus folgt, daß in der komplexen Ebene der Kon- 
vergenzbereich einer Potenzreihe entweder die ganze Ebene 
umfassen muß oder die Form eines Kreises hat Denn das 
Innere eines Kreises, der den größten im Konvergenzbereich 
vorkommenden absoluten Betrag von x zum Radius hat und 
dessen Mittelpunkt im Anfangspunkt liegt, gehört nach dem 
eben entwickelten Satze zum Konvergenzbereich. Anderer- 
seits kann sich der Konvergenzbereich nicht über ihn hinaus- 
erstrecken. 

Die Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division 
von Potenzreihen nach den oben auseinandergesetzten Regeln 
führt wieder auf Potenzreihen. Was zunächst die Addition 
betrifiPt, so hat man die Glieder, die die gleiche Potenz von x 
enthalten, miteinander zu vereinigen und ebenso bei der 
Subtraktion. Bei der Multiplikation erhalten die Glieder, 
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die in dem oben angegebenen Schema durch Einrücken der 
Reihen in dieselbe Kolonne kommen^ dieselbe Potenz von x 
und können daher zu einem Gliede zusammengefaßt werden. 
Bei der Division endlich erhalt man^ wenn man nach dem 
oben gegebenen Schema verfährt, den Quotienten in eine 
Potenzreihe geordnet. 

Wenn 

A = ÜQ + üi X + 02 x^ + . . . 

5 = 60 + 61 ^ + 62 ^* + . . . 
so ist: 

^ + B=(ao + 6o) + K + M^ + («2+62)^^ + ... 

^ . JB = ao 60 + «1 fto ^ + ^2 *o ^^ + % ^0 ^* + • • • 

+ «0 &i ^ + «1 6i ^^ + «2 ^1 ^* + • • • 

«0 62 ^^ + «1 &2 ^^ + • • • 



— Ca "y" C]^ X ~j~ C2 X ~f~ Cg X ~p • • • 

geschrieben ist. Für die Division A/B hat man: 

fto + *i^ + *2^* + --- I «0+ «1^ + «2^^ +...|ao/*o 

^0 + h <^ofh ^ + h ^o/*o ^^+- ' - 
A'= aix + 0,1^ +••• 

wo ad = a\ — 61 «o/^o ? «i = «2 — &2 ök)/6o > • . • gesetzt ist. Man 
hat dann: 

Ä/B^aolb, + Ä'/B. 

In derselben Weise findet man 

Ä'/B =ailboX +Ä"/B 
A'jB = aZlhoX^ + A''IB 

usw. 
und damit 

wo ^W = 4"V + al"^a^+i + ... 
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In der Reihe, die oben für e" gegeben worden ist, 
können wir uns für a eine reelle oder komplexe Veränder- 
liche X gesetzt denken und erhalten damit eine durch die 
unendliche Beihe für alle komplexen und reellen Werte 
von X definierte Funktion 

für die wir oben die fundamentale Eigenschaft gefunden 
haben 

Aus der Seihe 

folgt, wenn man ic in — x verwandelt, 

und durch Addition und Subtraktion und Division durch 2 
ergeben sich die beiden Funktionen 

2 ~"^+2l + 4! "*"••• 

2 ='^ + 3! + 5! + "* 

Die erste der beiden Funktionen bezeichnet man als den 
hyperbolischen Kosinus von x oder f^o\x, die zweite als den 
hyperbolischen Sinus von x oder $mx. Umgekehrt ist 

und damit 

^ . e-^ = 1 = Cop X — Stn^ X . 

Setzt man in c* für x eine rein imaginäre Größe ein 
x^(pif so wird 

oder^ wenn man die reellen und die imaginären Glieder für 
sich zusammenfaßt 
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^'=(i-|r+i[— •)+*(''-fr+fr— •) 

und 

" -y 2!+4! "7 V 3!+5! "t 
Die halbe Summe und Differenz geben 

2 ^ 2T"'"4T""••• 
Die erste Reihe ist nichts anderes als der trigonometrische 
Kosinus Q,09>q>y die zweite nichts anderes als der trigono- 
metrische Sinus sin^?. 

Damit lassen sich auch alle anderen trigonometrischen 
Funktionen auf e^' zurückfuhren und alle trigonometrischen 
Formeln lassen sich durch die Eigenschaften der Funktion 
fff^^ beweisen. 

80 haben wir z. B. wie oben gezeigt wurde 

und daher 

cos(99 + 9?0 + ^ sin(9? + q)') 
= (COS99 + i sin 9p) (cos^!?' + i sin^jQ 
= COS99 COS9?' — sin^o sin 99' + * (sin^? COS99' + COS99 sin^p'). 

Der reelle Teil der linken Seite muß gleich dem reellen Teil 
der rechten Seite sein und ebenso der imaginäre Teil der 
linken Seite gleich dem imaginären Teil der rechten Seite. 
Das liefert die beiden Fundamentalformeln der Trigonometrie^ 
die somit direkt aus der Eigenschaft 

entspringen. 

Ebenso sind alle Formeln^ die zwischen hyperbolischen 
Funktionen bestehen, auf die Eigenschaften der Exponential- 
funktion zurückgeführt. In der Tat gehen die trigono- 
metrischen Funktionen in hyperbolische über, wenn man 
statt der reellen Veränderlichen eine rein imaginäre einsetzt 
und umgekehrt 
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sm(i 99) = t BiXKp , co8(t (p) = (Slo^(p 
81119? = r-^, GOQq) = (!I/U| (*9?) . 

Ähnlich wie man bei der arabischen Schreibweise der 
Zahlen durch die Stellung der Ziffern ausdrückt^ mit welcher 
Potenz von 10 sie multiph'ziert zu denken sind, so kann man 
auch beim Rechnen mit Keihen die Koeffizienten allein hin- 
schreiben und durch ihre Stellung bezeichnen^ zu welcher 
Potenz von x sie gehören. Die fehlenden Potenzen von x 
sind dabei durch eine Null zu bezeichnen^ ebenso wie bei 
der arabischen Zahlenschrift. Das Rechnen mit Reihen ist 
dann dem Rechnen mit ganzen Zahlen oder mit Dezimal- 
brachen ganz analog. Dabei ist als spezieller Fall das 
Rechnen mit ganzen rationalen Funktionen inbegriffen. 

So würde man z. B. schreiben: 

+ 1 —0,0 +1 für 1 —0,5a? +xK 
Die Entwicklung von 



1 —0,5a; +x^ 



nach Potenzen von x würde sich z. B. bis zu den ersten 
vier Gliedern so ausführen lassen: 



1 —0,5 +1 



1 

1 -0,5 +1 



1 +0,5 —0,75 —0,875 



+ 0,5 -1 

+ 0,5 -0,25 +0,5 

-0,75 -0,5 

-0,75 +0,375 -0,75 

-0,875 +0,75 

-0,875 +0,4375 -0,875 

0,3125 +0,875 
oder anders geschrieben: 

^ =1 +0^x — 0,75a;2 —0,Sldx^ 



1 —0,5 a? +x^ 

0,3125 a;^ + 0,875 a;5 
~^* 1 —0,5a; +x^ 

Runge, Theorie und Praxis der Reihen. 
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Die Entwicklung von tg^r würde man z. B. in den ersten 
drei Gliedern durch Division der beiden Reihen von sin^r 
und cosa; bewirken können 

sina5 = 1 — i/s! +W 
00805=1 0-V«I +1/4! ... 

1 0-1/«! O+V4I 0— ...|0 1 — i/8l +1/5! 0..|0+1 O+Vsl 0+«/i5 

1 —1/2! +V4I 

+ 1/3 — I/80O... 
1/3 -1/6 0... 

+ */l5 0... 
+ */l5 0... 



Oder ausführlich geschrieben: 

tgic =^x+^/qX^ + Vis ^^ + B/ooQX . 

Dabei muß der Rest jß mit der siebenten Potenz von x anfangen. 
Die Koeffizienten einer Potenzreihe 

a^ + a^x + a^ x^ + . .-. 

seien so gebildet, daß 

Wir bezeichnen die Funktion von x, die dadurch dar- 
gestellt isti mit f{x) und schreiben nach der Weise der 
arabischen Zahlenschrift 

f{x) = a^ % o^ ^ . . . 

Multipliziert man diese Funktion mit x + x^ oder in 
arabischer Schreibweise mit + 1+1 so ergibt sich 

^0 a^ 02 ^^3 . . . 

OüqOiC^ »•• 

Aq 02 ^3 a4 . . . 

Diese Reihe stimmt vom dritten Gliede an mit f{x) 
überein. Mithin ist 

f{x)(x + x^)^f(x) — ao — aiX + aoX 
oder 

f{x){l — X — iz;2) =- a^ + (oi — «o)^ 
und folglich 

ff^x ^ ^0 + K — go)a? 
' ^ ' 1 — x — a?« 
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Man kann diese letzte Gleichung auch direkt verifizieren^ 
indem man die Division durchführt^ 



1 —1 — 1 



«0 +(»1— «o) 



a^a^a^ 



«1 +«0 

«2 — ^ 



<h 



+ (h +^ 



usw. 



Um den allgemeinen Ausdruck für <An zu bilden^ kann 
man f{oi^ in Partialbrfiche zerlegen 



ao(l— a;2) + aia?, 1 



^ 



X 



+ 



JL "y" ^ iCa CC^ *"^ •</ 

wo Xy^ und 0^ die Wurzeln der Gleichung 

l—x — x^-=0 
sind^ das heißt: 

x^y ^ =* — 72 ih /a y^ • 



Da nun 



-_1 _2 —8 



1 —1 —2 -3 

— X% X2 X2 • • • j 

X» "~~ X 

80 wird der Koeffizient von af* in /"(a?) gleich 

aQ{l—Xi) + aiXi n-i . ao(l — iz;2) + «i^ ^-n-i 



l + 2a:i 



l + 2ii?. 



2 



oder 



Eine epidemische Krank}ieit sei von der Art^ daß jeder 
Patient zwei Tage krank darniederliege. An diesen beiden 
Tagen soll jeder Patient zwei andere Personen anstecken, 
je eine Person an jedem der beiden Krankheitstage. Jede 

4* 
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an einem Tage angesteckte Pereon wird am folgenden Tage 
krank und steckt dann an beiden Krankheitstagen zwei neue 
Personen an. Die Frage ist, nach welchem Gesetz sich die 
Anzahl der Kranken vergrößert. An irgend einem betrach- 
' teten Tage sei die Gesamtzahl der Kranken gleich a^. Von 
diesen werden aber nicht alle auch am folgenden Tage noch 
krank sein. Die Zahl derjenigen unter ihnen^ die auch noch 
am folgenden Tage krank sind, sei a^. Nun sind aber an 
dem betrachteten Tage von den % Kranken a^ neue Per- 
sonen anp^esteckt. Folglich kommen am folgenden Tage zu 
den «0 Kranken noch a^ am vorigen Tage neu angesteckte 
hinzu. Bezeichnet a^ die Gesamtzahl der Kranken am 
zweiten Tage, so ist also a^=aQ-{-a^. Am dritten Tage 
sind von diesen % immer noch krank und dazu treten a^ 
neu angesteckte Kranke, so daß, wenn a^ die Gesamtzahl 
der Kranken am dritten Tage bezeichnet, % = a^ + «2 ist. 
In derselben Weise schließt man weiter und findet das Bil- 
dungsgesetz: 

«2=ö^o+«i^ «3=«i+Ö2; öt4=a2+%> ••• aft+i=a«-i+ai». 
Darnach ist also 



+l""2 lo-^^jyj] 




n+1 



5 + 1 

Für große Werte von n wird der zweite Teil sehr klein, weü 

2/(/5 +1) ein echter Bruch ist. Genähert ist dann a„ gleich 
dem ersten Teil. Die Zahl der Kranken wächst dann also 

so, daß sie an jedem folgenden Tage auf das 2/(y5 — l)-fache 
ansteigt. 

Man kann die Aufgabe noch in folgender allgemeineren 
Fassung behandeln. 

Jeder Kranke soll zwei Tage krank sein und an jedem 
Tage k andere Kranke anstecken, wo k als Durchschnitts- 
zahl nicht notwendig eine ganze Zahl zu sein braucht. Es 
sei wieder a^ die Gesamtzahl der Kranken am ersten Tage. 
Von diesen sollen ka^ noch am zweiten Tage krank sein. 
Dazu kommen am zweiten Tage ka^ neu angesteckte. Dann 
ist also 
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und ahnlich 

usw. 
Wir schreiben wieder 

f{x) = ao + Ol a? + ag a?2 + . . . 
und multiplizieren mit kx + kx^ 

U A/ Clffi K Ci\ K (ta K dm • • • 

ka^ ka^ ka^... 

küQ d^ Og a^ . . . . 
Mithin ist 

f(x) (kx-\-kx^) = f(x) — «0 — CL^x-^-ka^x. 

Daraus ergibt sich 

f{x) (1 — kx — ia?2) = ao + (% — ka^x 
oder 

__ <go + («i-fe«o)^ 

Die Richtigkeit dieser Gleichuug kann wieder durch Division 
direkt verifiziert werden 

1 —k —k 



«0 (a^—ka^) 
«0 ka^ 


— ÄJÖO 


«0 «1 


«2 ... 


«1 
»1 








«2 




— ia. 






«3 


+ *«2 



usw. 
Durch Partialbruchzerlegung findet man wieder 

tto (1 — kx^-\-a^x^ 1 



/■(^) 



+ 



K "^ ^ fC X-t X\ ''~~ X 

aQ{X — kx^) + a^x^ 1 



K "^ ^ A/ Xa Xa ""~" 3/ 
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WO Xi und X2 jetzt die Wurzeln der Gleichung 

l'-kx — kx^^O 
sind; d. h. 

^1,^2 = — i+iV^/Ä + l. 
Mithin ist 

/«i — «0* , ao(2 + *) — «i\ -n-i 

Um = I H =r- I a? 1 

K — aph __ ao{2 + k) — aÄ ^_.n-i 
\ 2* 2*y4/* + l / 

Ist X2 die negative Wurzel, so wird der zweite Teil der 
rechten Seite für große Werte von n sehr klein ^ weil der 
absolute Betrag von X2 größer als 1 ist. Daher kann man 
für große Werte von n setzen: 

_ /(h-aok a^{2 + k) — aÄ / 2 V^^ 

2h 2kfilk+l )\Yifk + l — l) 

ist größer oder kleiner als 1, je nachdem k 



y4/* + l — 1 

größer oder kleiner als 1/2 ist. Je nachdem wird Om mit 
wachsendem n unbegrenzt wachsen oder beliebig klein werden^ 

2 

da sich die Zahl von einem Tag zum nächsten mit . 

yifk+i—i 

multipliziert. Für k=\j2 nimmt a^ den konstanten Wert 

2 «1 + «0 
— ±_ — 51 an. 

3 

Wir wollen die Aufgabe noch auf den Fall ausdehnen^ 
wo die Krankheitsperiode p Tage währt und jeder Kranke 
an jedem Tage k neue Personen ansteckt, die vom folgenden 
Tage an krank sind. 

Die Zahl der E^ranken an den ersten p Tagen aia2...ap 
seien gegeben; dann ist die Zahl für alle folgenden 
Tage abzuleiten. Denn jede Zahl cbn muß sich zusammen- 
setzen aus dem Ar-fachen der Summe der p vorhergehenden 
Zahlen 
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usw. 



Wir setzen: 



/*(a?) = Ol + «2 ^ + «3 ^ ^ + . . . 
und multiplizieren f{x) mit kx + 1cx^+'kx^-{- ...-{'Tcxp 

Jkai Ä^os ka^ ka4,...kap kop^i 

J;ai &a2 kai..,kap^i küp.., 

iai J!;a2...A;ap.s kap^i 



kai ka% 



Äai k{ai-\-a%)y Op+i 0^4.2 

Darnach ist: 

f{x){kx-\-kx'^ + ...-\-kxf)^f(x) — \ — \x-\-... — ftp 0?^ ~ S 
wo 

Oj = Ä j^ y ©2 ^^^ ^2 """" ^1 .? 3 ^^ ^^ ^^ ^1 """"" ^^ > ' * * y 

hp = ap — ka^ — ä ag . . . — k Op-i, 
folglich 

., _ fti + ft2^ + -»- + ftpa;y--^ 

'^^^ 1— Ja; — äjä;2 — ... — *a;P' 

Bei der Zerlegung in Partialbrüche hat man es mit den 
Wurzebi der Gleichung 

1 — kx — kx^ — ... — kxP=^0 

zu tun. Die Gleichung hat nur eine positive Wurzel, und 
diese mufi dem absoluten Betrage nach kleiner sein als alle 
übrigen. Denn für einen positiven Wert x^r haben die 
Glieder kr-\-kr^ + .., + krP alle dasselbe Zeichen; folglich 
ist ihre Summe größer als für jeden anderen Wert von x, 
dessen absoluter Betrag nicht größer ist als r. Wenn also 
r die positive Wurzel der Gleichung und daher 

kr + kr^ + .., + krP=-l 

ist, so müssen die negativen imd komplexen Wurzeln der 
Gleichung einen größeren absoluten Betrag als r besitzen. 
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Zerlegt man nun f(x) in eine Summe von Partialbrüchen 
und entwickelt jeden Partialbruch nach Potenzen von x, so 
findet man a„ als Summe der Koeffizienten von a^~^, die 
sich bei der Entwicklung der einzelnen Partialbrüche er- 
geben. 

Der zur Wurzel r gehörige liefert 



&l+62^+--. + ^/>^'' 



— 1 



* + 2*r + 3*r2 + ...+^*rP 



— 1 



Ähnlich sind die anderen Koeffizienten gebildet. Statt r 
sind nur die anderen Wurzeln in den Ausdruck einzusetzen. 
Da nun aber r die absolut kleinste Wurzel ist, so ist für 
hinreichend große Werte von n die — n-te Potenz jeder 
der anderen Wurzeln klein im Verhältnis zu r*"**. Mithin 
kann man bis auf relativ kleine Betrage schreiben 

Für h = Ijp wird r = 1 . Die Krankheit breitet sich dann 
nicht aus, sondern die Zahl a„ nähert sich mit wachsendem n 
einem festen Wert. Für 4> 1/jp wird r <1. Die Krank- 
heit breitet sich aus und es wird nahezu a« gleich r~** mul- 
tipliziert ndt einer von n unabhängigen Größe. Für k<Cllp 
endlich wird r> 1. Die Krankheit geht dann in derselben 
Weise zurück. 

Wenn es sich nur darum handelte^ eine Keihenfolge 
von Werten o^^-i a^^.» 0^,4.3... zu berechnen und nicht, in 
welcher Weise «„ sich für sehr große Werte von n verhält, 
so würde man natürlich besser tun, die Größen nacheinander 
zu berechnen, ohne die allgemeine Formel zu Hilfe zu 
nehmen. 

Eine Reihe von Größen seien nach dem folgenden Ge- 
setz aus zweien a^ und a^ gebildet: 



= «0 + Ä flj^ 

a3 = % + A «2 

0^4 = 0^2 + i «3 USW. 

Es soll der allgemeine Ausdruck von a» gefunden 
werden. 
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Wir sclireiben 

f{T) = a^^aiX^a^x--r"' 
und multiplizieren die Beihe mit kx-^x^i 

Oo «1 «s--- 



OtOo «2 «5 «4... 
Miüiin ist 

f{x) (kx^x^) =f{x) — a^ — a^x + ka^x 
oder 

Die Zerlegimg in Partialbrnche liefert: 

'^~ * + 2^ ^' + t + 2^ ^* 

wo 



x^= — kj2 + f[+'k^lAy a:2 = — 1;2 — yi + *V4 
oder 

y4+*^ y4+*2 

Man kann a„ etwas übersichtlicher schreiben, wenn 
man hyperbolische Funktionen einführt Setzt man nämlich 

log nat( — x^ = a , 
so ist 

Xa "'— — — O^ • Xl ^^^ — — J^ I jC^ C 

4 = — a?! — ajg = 2 Suia 
Für ungerade Werte von n ist alsdann: 
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für gerade Werte von n: 

Wählt man z. B. üq und Oj so, daß aQ = 0, ai = ®jofa 
ist, so ergibt sich die Reihe der Größen Uq, a^, a^ ... gleich 

0, Ötofa, Sm2a, dtofSa, 3ht4a... 

Man hat daher die Möglichkeit, die Beihe dieser Werte suc- 
cessive aufzubauen, ohne andere Operationen als Multipli- 
kationen mit h und Additionen. 

Dies liefert eine sehr bequeme Methode, um eine Tabelle 
der hyperbolischen Funktionen zu berechnen, besonders, wenn 
man für h einen einfachen Wert, z. B. i = 2 Sttta = 0,1 und (Eiofa 

= yi + 0,0025 = 1,0012492. Ich rücke jede Zahl um je 
eine Stelle ein, so daß man leicht ihren zehnten Teil zu der 
vorhergehenden addieren kann, um die nächste zu erhalten: 

«0 = 

aj = 1,0012492 
«2=0,1001249 
«3 = 1,0112617 
«4 = 0,2012511 
«5 = 1,0313868 
«6 = 0,3043898 
«7 = 1,0618258 
«8 = 0,4105724 
«9 = 1,1028830 
«10 = 0,5208607 
«11 = 1,1549691 
«12 = 0,6363576 
«13 = 1,2186049 
«14 = 0,7582181 
«15 = 1,2944267 
«16 = 0,8876608 
«17 = 1,3831928 
«18 = 1,0259801 
usw. 

a hat hier den Wert log nat (0,05 + yi,0025) = 0,049979190. 
Damit wäre also 
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X 


Sm« 


®of^ 


0,0499791901 




1,0012492 


0,0999583802 


0,1001249 




0,1499375703 




1,0112617 


0,1999167604 


0,2012511 




0,2498959505 




1,0313868 


0,2998751406 


0,3043898 




0,3498543307 




1,0618258 


0,3998335208 


0,4105724 




0,4498127109 




1,1028830 


0,4997919010 


0,5208607 




0,5497710911 




1,1549691 


0,5997502812 


0,6363576 




0,6497294713 




1,2186049 


0,6997086614 


•0,7582181 




0,7496878515 




1,2944267 


0,7996670416 


0,8876608 




0,8496462317 




1,3831928 


0,8996254218 


1,0259801 





USW. 

In den letzten beiden Ziffern der Zahlen der ersten 
Kolonne stecken die Vielfachen des Fehlers der Zahl 
0,0499791901, so daß man die Zahlen der ersten Kolonne 
für das endgültige Besultat auf acht Stellen abkurzen wird. 

Eine ganz analoge Methode gilt auch für die Berech- 
nung der trigonometrischen Funktionen sin und cos . Man 
braucht in unseren Gleichungen nur ia an Stelle von a zu 
setzen. Es wird dann 

für n ungerade: an = cos(wa) 

für n gerade: an^i^mif^a) 

Ä = 2i8ina. 

Schreibt man für gerade n: a» = sin (w a) und setzt A = 2 sina , 
so geht die Kette der Gleichungen in die Form über: 

«0=0 ai = cosa 

— Ääg 
+ Ä^s 

— Ä «4 usw. 



«2 






«S 




Ol 


«4 




«2 


«5 




«8 
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Fürt -0,1z. 


B. erhält man sin a — 0,05 und cos a — y 1 — 0,0025 


«0 
Ol 


= 
-0,9987492 






Og - 0,0998749 








as- 0,9887617 






04-0,1987511 






ar— 0,9688866 






a« — 0,2956398 






Oj - 0,9393226 






«8 - 0,3395721 






«9 = 


= 0,9003654 






«10 


-0,4796086 






a 


11 - 0,8524045 
ä"i3 - 0,5648490 
ai8=» 0,7959196 
«14 - 0,6444410 
«15 - 0,7314755 






«16-" 


0,7175886 


Der Winkel 


a ist in Bogenmaßeinheiten 


gleich 0,0500208568 


in Graden, '. 


Minuten und Sekunden: 20 


51' 57 "5423. 


Anders 


geordnet geben diese Zahlen die Tabelle 




a 


sina 


cosa 


20 


51' 57'.'5423 




0,9987492 


5« 


43' 55"0846 


0,0998749 




80 


35' 52^6269 




0,9887617 


110 


27' 50';i692 


0,1987511 




140 


19' 47';7115 




0,9688866 


170 


11' 45;'2538 


0,2956398 




200 


3' 42" 7961 




0,9393226 


220 


55' 40';3384 


0,3895721 




250 


47' 37" 8807 




0,9003654 


280 


39' 35': 4230 


0,4796086 




310 


31' 32"9653 




0,8524045 


340 


23' 30'; 5076 


0,5648490 




370 


15' 28';0499 




0,7959196 


400 


7' 25'; 5922 


0,6444410 




420 


59' 23" 1345 




0,7314755 


450 


51' 20';6768 


0,7175886 
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§ 9. Die EinschachteluDg yon Potenzreihen. 

Es sei eine Funktion f[x) durch eine Potenzreihe 
definiert: 

f(x) = a^ + «1 a; + «2 ic^ + flfg ic^ + . . . 

und es sei die Veränderliche x wiederum als Funktion einer 
anderen Veränderlichen t durch eine zweite Reihe definiert: 

x = \ + \t + \t'^ + \t^ + ..,, 

so läßt sich auch f{x) als Funktion von t durch eine Potenz- 
reihe nach Potenzen von t darstellen, vorausgesetzt, daß der 
Wert a; = &o im Innern des Konvergenzkreises der ersten 
Beihe liegt und daß die zweite Reihe für irgendwelche 
Werte von t konvergiert. 

Man kann dann nämlich einen Wert von t von Null 
verschieden, aber so klein annehmen, daß der Wert der 
Summe 

auch dann noch, wenn für alle Glieder ihre absoluten Be- 
träge eingesetzt werden, im Innern des Konvergenzkreises 
der ersten Reihe liegt. Denn für hinreichend kleine Werte 
von i ist 

gleichmäßig konvergent und daher stetig und beliebig wenig 
von 6q verschieden, und dies gilt auch von der Reihe der 
absoluten Beträge. 

Denkt man sich nun die Reihen für x'^, x^, . . . usw. 
gebildet und in die Entwicklung von f{x) eingesetzt, so muß 
für den hinreichend klein gewählten Wert von t die so ent- 
stehende Reihe von Reihen auch dann noch konvergieren^ 
Wenn alle Glieder durch ihre absoluten Beträge ersetzt 
werden. Denn auch die erste Reihe 

Üq "~f~ tvj X ~y" two Xq ~i • • • 

ist als Potenzreihe, wie oben gezeigt worden ist, für alle 
Werte von x im Innern des Konvergenzkreises unbedingt 
konvergent. 

Daraus folgt, daß die Glieder der Reihe von Reihen 
sich in eine beliebige Anordnung bringen lassen, ohne den 
Wert der Reihe zu ändern. Man kann daher alle Glieder 
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zusammenstellen^ die mit der gleichen Potenz von t multi- 
pliziert sind und erhält dadurch für den Wert f(x) eine 
Keihc; die nach Potenzen von t fortschreitet, 

f{x) = A^ + AJ-^A,t^ + ... 

* 

Diese Reihe konvergiert für den gewählten Wert von t und 
mithin konvergiert sie auch fär jeden Wert von t, dessen 
absoluter Betrag kleiner ist. 

Der Konvergenzbereich ist in i ein Kreis, wenn er 
nicht die ganze komplexe ^Ebene umfaßt. Aber die diesen 
Werten von t entsprechenden Werte von x bilden im all- 
gemeinen ein von der Kreisform abweichendes Gebiet. Auch 
fällt dieses Gebiet nicht notwendig in das Innere des Kon- 
vergenzkreises der Reihe 

tto + % ^ + «2 ^^ + • • • ^ 

sondern es kann Werte von t geben, für welche die Reihe 

konvergiert, während die Reihe 

nicht mehr konvergiert und umgekehrt, obgleich sie aus den- 
selben Gliedern nur in anderer Anordnung zusammengesetzt 
werden kann. 
So ist z. B. 

^i^x + x^ + x^-{-,.. 

1 — X 

Die Reihe konvergiert für alle Werte von Xy deren absoluter 
Betrag kleiner ist als 1 und divergiert für alle Werte, deren 
absoluter Betrag großer ist als 1. 
Nun setze man 

--1±1 
X- - . 

Die Reihe 

konvergiert in dieser Anordnung für alle Werte von t^ für 
die der absolute Betrag von x kleiner als 1 ist und divergiert 
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für alle Werte von t, für die der absolute Betrag von x 
gröJßer als 1 ist. In der komplexen ^-Ebene ist das Kon- 
vergenzgebiet von einem Kreise begrenzt, dessen Mittelpunkt 
bei t^l liegt und dessen Badius gleich 2 ist. Für alle 
diese Werte von t ist die Reihe gleich 

1 _ 2 
l — x^3 — t' 

Ordnet man nach Potenzen von t und zieht die Glieder 
mit der gleichen Potenz von t zusammen, so erhalt man 
die Reihe 

2 _2 2t 2P 2t^ 

3 — ^~3"^32+ 3» "^ 3* '^*"' 

deren Konvei^enzkreis alle Werte von t umfaßt, deren ab- 
soluter Betrag kleiner als 3 ist. Diese Reihe konvergiert 
daher z. B. für ^= — 2, während die Reihe 



>+-^'+(=^W-¥^') 



8 

+ ... 



für denselben Wert von t divergiert, obgleich sie innerhalb 
ihres Konvergenzkreises denselben Wert darstellt und die 
Glieder nur nach Potenzen von t geordnet zu werden brauchen, 
um die Reihe in die andere Form überzuführen. 

Man kann mit Hufe dieses Satzes beweisen, daß man 
bei Division durch eine Potenzreihe den Quotienten immer 
wieder als Potenzreihe darstellen kann, die für hinreichend 
kleine Werte der Veränderlichen konvergiert. 

Es sei durch die Potenzreihe 

J. = «0 + % ^ + ^2 ^^ + • • • 

ZU dividieren, wo Uq von Null verschieden vorausgesetzt 
werde. Wir setzen 

so daß 

^ = ao(l + 
ist. 

Nun ist für Werte von t, deren absoluter Betrag kleiner 

als 1 ist, 

l/^=l/ao^^=l/ao (1-^ + ^2 + ...). 
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FolgKch wird Dach dem obigen Satze, wenn wir t als Potenz- 
reihe von X einsetzen, auch 1/Ä als Potenzreihe von x dar- 
stellbar sein, die für hinreichend kleine absolute Betrage 
von X konvergiert. Der Konvergenzbereich umfaßt jeden- 
falls alle die Werte von x, für welche die Summe der ab- 
soluten Beträge der Glieder 

a^l a X + a2l ÜQ x^ -\- . . . 

kleiner als 1 ist Aber es ist nicht ausgeschlossen, daß die 
Konvergenz noch weiter reicht. 

Da sich auf diese Weise 1/A in eine Potenzreihe ver- 
wandeln läßt, so ist damit die Division durch A in eine 
Multiplikation mit einer Potenzreihe verwandelt. Bei der 
Multiplikation aber bleibt, wie wir oben gesehen haben, die 
Konvergenz unbedingt konvergenter Reihen erhalten. 
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Wenn eine Größe y als Funktion von x durch eine 
Potenzreihe dargestellt wird 

y^ao + aiX + a^x^ + ..., 

so kann man auch die umgekehrte Funktion als Potenzreihe 
darstellen. Wir setzen zu dem Zwecke (y — a^ja^^u und 
schreiben der Kürze wegen a^ja^^i^y ^3/^ ==^3 usw., 
so daß 

M = iC + 62 ^^ + ^8 ^^ + • • • 
oder 

x = u — h^x^ — 63 a;^ — ... 

Der Unterschied x — u ist in x von zweiter Ordnung. 
Man kann also für einen gegebenen kleinen Wert von u 
den zugehörigen kleinen Wert von x in erster Annäherung 
gleich u annehmen. 

Aus dieser ersten Annäherung läßt sich eine zweite 
Annäherung berechnen, indem man für den Unterschied 
X — u eine erste Annäherung berechnet. Bis auf Glieder 
dritter Ordnung ist — i^x^ — h^x^ — ... gleich — h^ w^ 
folglich ist bis auf Glieder dritter Ordnung 

x = u — 62 ^^ • 
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Aus dieser zweiten Annäherung findet man eine dritte 
bis auf Glieder vierter Ordnung richtige, indem man mit 
der zweiten Annäherung x^ und x^ bis auf Glieder vierter 
Ordnung richtig ausdrückt 

x^ = u^ — 2 62 m' + Glieder vierter Ordnung 
x^ = u^ + Glieder vierter Ordnung. 

Diese Ausdrücke setzt man auf der rechten Seite der Gleichung 
x^u — b^x^ — ftg a;3 + Glieder vierter Ordnung 

ein und findet 

x = u — b^u^ + {2bl — 63) u^ + Glieder vierter Ordn. 

So fortfahrend, kann man nacheinander die Glieder der 
Reihe finden, die x als Funktion von u darstellt Dabei 
braucht man bei jedem Schritt nur auf die Glieder der 
nächstfolgenden Ordnung zu achten. Wollte man z. B. noch 
eine vierte Annäherung berechnen, so wird 

x^ = ... + {2{2hi — b,) + bt)u* + Gl fünfter O. 
x^ = .,.— 3 feg «i* + Gl. fünfter O. 

a;4 = w* + Gl. fünfter O. 

Mithin 

ir = M-6,w» + (2«^ -&,)«*» + (-56J + 56,6,- 64) t** + G1.8.0. 

Die Glieder der ersten, zweiten, dritten Ordnung sind bei 
der vierten Annäherung dieselben wie bei der dritten. Da- 
her ist es nicht nötig, diese noch einmal zu berechnen. 
Es sei z. B. 



oder 



x^ , x^ x^ , 
2^3 4 ^ 



_ x^ x^ x^ 



so hat man 

1 . Annäherung a? = w , x^ = u^ 

2. Annäherung x^u-\-—, x^ = .., + u^y x^ = u^ 

Bunge, Theorie und Praxis der Reihen. 
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3. Annäherung a; = w + — + (i — \)^^ 9 x'^^ ...-\-^u^y 

a;3 = ... + f t**, x^ = u^ 

4. Annäherung x=u+— '\- — -{--^r-r usw. 

2 o J4 

Wenn man für die gegebene Reihe eine obere Grenze des 
Fehlers jeder Näherung kennt , so kann man auch für die 
ümkehrung die Fehler der Näheruugen überschlagen. 
Es bezeichne in der Reihe 

t^ = a; -f- 62 a;2 4- 6g a?^ + . . . 

Sn die Summe der ersten n Glieder und d« den Fehler der 
Näherung s^ so daß also 

Andererseits bezeichne On die Sunmie der ersten n Glieder 
in der Entwicklung von x nach Potenzen von u und en den 
Fehler von On, so daß also 

^ = a„ + c„ . 

Dann ist in erster Annäherung w = a? + ^i und x=^u-\-e^ 

und mithin . 

«1 = — öl . 

Für die zweite Annäherung ist 

u = x-\-\x'^ + d^ 

x==u — 1)2X^ — 02. 

Aus der ersten Annäherung ergibt sich u — x==di und daher 
^2 — x^ = + di(u-\' x) und damit also 

x = u — 62 ^^ + ^2 ^1 (** + ^) — ^2 
oder 

82 = 62 ^1 (^ + ^) — ^2 • 

Allgemein ist 

x'^ = a„ _i + e„_i (:z: + a„_i) 

Q O 



^ = aj + «1 (ic"~^ + ^ <yi + • • • + ^1 ) • 
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Daraus ergibt sich durch Multiplikation mit 1^ 1)2, J^3...&» 
und Addition 

Sn^U ^H = a,» + &2 a„_i + fes On-2 + . . . + &n öl 

+ en + h€n-i{x + an-l) + ... 

Q^^j.. + 6« «1 (^"^ + xal + ,.. + a" "*) . 

fin + ^n = (w — On — hOn^l hOn-i — ... fenö?) 

— h Cn- 1 (x + a„_i) — . . . — 6„ £i (a^-^ + a; ai . . . + aj"^) . 

Die zweite Zeile der rechten Seite besteht aus lauter 
Gliedern von der Ordnung n + 1 in x und u, und da auch 
die linke Seite von der Ordnung w + 1 ist, so muß auch 
die erste Zeile der rechten Seite von der Ordnung n+1 
sein. In der Tat wird ja nach dem Bildungsgesetz der Um- 
kehrungsnäherungen Ol, 02, -'* die Käherung On bis auf die 

Glieder n+l-ter Ordnung gleich u — i2 0H— 1 — ^90^—2 — ... 
— \<h gesetzt. Die Glieder, welche über die n-te Ordnung 
hinausgehen, dienen hier also dazu, um die erste Zeile des 
Ausdrucks €n + dn zu berechnen. Will man für die zweite 
Zeile nur eine obere Grenze überschlagen, so braucht man 
nur zu berücksichtigen, daß 

und daß daher, wenn | o; | + | a« | <m, der Wert der zweiten 
Zeile nicht größer ist als 

I &2 «n-1 I . w + I 63 e»_2 1 . m2 + . . . + I &„ €i I . m"" ^ . 

Auf diese Weise findet man aus den Fehlern d^ ^2 • • • ^^^ 
gegebenen Näherungen obere Grenzen für die Fehler e^ Cg • • • 
der ümkehrungsnäherungren. 

Der bequemeren Benutzung wegen mögen hier die 
Formeln bis zur vierten Näherung zusammengestellt werden: 

1. Näherung a^ = % 

«1 + ^1=0 

2. Näherung 02=u + C2U^ , Cg = — h f 

3. Näherung öz = u-\-C2U^,-\-CiV? , c^ = — 262^2 — ^3> 

^8 + ^8 = 62 ^ ^* 

— 62 ^2 (x + aj) — h ßi {^ + xo^-\-<^ 

5* 
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4. Näherung o^=^u + C2U^+CiU^-{-C4^u*t 64 = — 6,(^—262^8, 

—36362 

-6. 
«4 + *4 = — 2 62 c, Cs u^ — 62 c; w* 
— 36305«*' —63^5«** 

— 62 «3 (x + 0^) — 63 ß, (ic* + a; (Tj + ol) 

— 64 Ci (ic* + i)?* ai + a; o? + oj). 

Es wird häufig mühsam sein, für die Größen e nach 
diesen Formeln Grenzen zu berechnen. Dann wird man 
zunächst darauf verzichten, bei der Umkehrung der Reihe 
sogleich auch Grenzen für die Fehler der Umkehrungs- 
näherungen zu finden. Man kann diese Grenzen dadurch 
ermitteln, daß man den gefundenen Wert von x in die ge- 
gebene Reihe einsetzt und zusieht, wie weit der Wert der 
Reihe von dem vorgeschriebenen Wert von u abweicht. Man 
muß dazu dann untersuchen^ um wie viel sich mindestens 
der Wert der Reihe ändert, wenn x sich ändert. Davon 
wird bei der Differentiation der Reihen die Rede sein. 

Wenn die gegebene Reihe keine erste Potenz von x 
enthält, so kann die Umkehrung nicht in der beschriebenen 
Weise ausgeführt werden. Es sei z. B. die zweite die nie- 
drigste Potenz. Man setze alsdann in der Gleichung 

y = ao + a2X^ + a^x^ + .., 

-=^u^ und 08/^2 = ^3> <^il(h = \f'} so daß die Glei- 

chung übergeht in 

«^2 = iC2 + 63 iC^ + &4 ^* + • • . 

^x^{l + \x + \x'^ + ..,), 

Setzt man x als so klein voraus, daß die Summe 
s = 63 a? -f- 64 a;2 + . . . dem absoluten Betrage nach kleiner ist 
als 1, so kann man nach dem binomischen Satz 

setzen. Die rechte Seite ist eine Reihe von Reihen. Setzen 
wir voraus, daß s auch dann noch kleiner als 1 bleibt, wenn 
alle Glieder h^x, h^^x^, ... positiv genommen werden, so ist 
die Reihe von Reihen unbedingt konvergent, und es lassen 
sich dann, ohne den Wert der Reihe zu ändern, die Glieder 
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in beliebiger Reihenfolge ordnen. Gesetzt, sie werden nach 
steigenden Potenzen von x geordnet, 

1/1+5=1 +<^X + C^X^+...y 

SO folgen aus der gegebenen Gleichung 

t^2 = ;r2 + 63 a;3 + 64 X* + . . . 
durch Wurzelausziehung die beiden Gleichungen 

U = X "J~ Ci X —\~ Ca X "Y" • • • 

und 

»j — — /*• ___ /» -yi /» /y*o 

Cv — •*/ ^~^ t^ »«/ l^ •*/ • • • 

Wenn außer der ersten Potenz von x auch die zweite Potenz 
fehlt, die dritte aber mit einem von Null verschiedenen 
KoefiSzienten behaftet ist, so wird die Umkehrung in der- 
selben Weise bewerkstelligt, nur daß links u^ statt u^ ge- 
schrieben und die dritte Wurzel ausgezogen werden muß. 
Analoges gilt, wenn auch die dritte Potenz von x fehlt. 

Beispiel: Eine Kette von s Meter Länge sei zwischen 
zwei gleich hohen Punkten von l Meter Entfernung auf- 
gehängt. Man soll die Gleichung der Kettenlinie 

finden. 

Die Bogenlänge der Kettenlinie vom tiefsten Punkt an 

X 

gerechnet ist gleich a^ttl— . In unserem Fall soll für 

Cv 

x=ll2 die vom tiefsten Punkt gerechnete Länge gleich s/ 2 
sein. Wir haben also 

sl2=aS^XXtll2a. 

Aus dieser Gleichung ist a als Funktion von s und l zu 
finden. Wir entwickeln zu dem Ende die rechte Seite nach 
Potenzen von Z/2a 

Indem wir mit 2.3! multiplizieren und -^ — - = u, ( ^— 1 = 
setzen, erhalten wir 



z 
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und daraus durch Umkehrung 

Mit Hilfe dieser Umkehrung findet man aus den gegebenen 
Werten von 5, l zunächst u und daraus den Wert von 

= 1^—1 . Damit ergibt sich der Wert von a, der die 

Gleichung der Kettenlinie bestimmt. 

Es sei eine Gleichung zwischen x und y gegeben 

f{<c,y) = 0, 

die für x = ay y = h erfüllt ist. Es werde nun x — a = M, 
y — l) = v gesetzt und f{xy) nach Potenzen von u und v 
entvnckelt. Da für u = 0, i; = die Gleichung erfüllt ist, 
so kann in der Entwicklung ein von u und v unabhängiges 
Glied nicht vorkommen. Es möge nun die Aufgabe gestellt 
werden, v nach Potenzen von u zu entwickeln. Die Auf- 
gabe ist immer lösbar, wenn ein Glied mit der ersten Potenz 
von V ohne u vorkommt, und außerdem mindestens ein 
Glied, das nur u enthält. 

Sei u^ die niedrigste Potenz von w, die ohne v vor- 
kommt, so hat die Gleichung die Gestalt 

= afir + 6 1; + Glieder von der Form cu^vi* und c «*•"+'*, 

wo A^O, /i> 1 und zugleich A + A*>1 ist. Für kleine 
Werte von u und v sind die Glieder von der Form cu^vf* 
klein gegen das Glied hv und die Glieder von der Form 
Mr+^ klein gegen au^. Nun muß 6«; + den Gliedern cu^vf^ 
kompensiert werden durch a t^*" + den Gliedern c w** "•"'*. Folg- 
lich ist für hinreichend kleine Werte von u und v bis auf 
Glieder höherer Ordnung iv^ — au^. In erster Annähe- 
rung haben wir daher 

v= — ajhu^. 

Wir schreiben die gegebene Gleichung in der Form 

i;= — a/6e*'* + Glieder von der Form cu^vf* und cu^-^f* 
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und beDutzen nun die erste Annäherung in ähnlicher Weises 
wie oben^ um eine zweite Annäherung abzuleiten. 

Zu dem Zweck denken wir uns in den Gliedern von 
der Form cu^vf* für v die erste Annäherung eingesetzt und 
sammeln alle Glieder der niedrigsten Ordnung in u, Ist 
ihre Summe gleich c «*•"+", so ist demnach bis auf Glieder 
von höherer als der (r + a)-ten Ordnung in u 

v = — a/b u^-\-cu^+^ , 

Auf diese Weise kann man fortfahren und nach der 
Reihe Näherungen für v finden^ deren Fehler von immer 
höherer Ordnung in u sind. 

Beispiel. Von einem flachen Parabelbogen sei die 
Spannweite l und die Länge s gegeben. Man soll den Para- 
meter der Parabel berechnen. 

Wird die Gleichung der Parabel in der Form y = —- 

angenommen^ so wird 

s = 2i'\l l + {^^ dx=^2hl + x^lp^dx. 



Durch Entwicklung in eine Reihe (vgl. § 11) ergibt sich 

Setzen wir hier 

so wuxi 

u = v — ^v^-\-^^v^ — ... 

und durch Umkehrung 

Aus 8 und l findet man Uy daraus v und aus v den Wert 
von p. Diese Lösung verlangt nur die Umkehrung einer 
Potenzreihe. 

Eine andere Art der Lösung gibt dagegen Veranlassung, 
die allgemeine Art der Umkehrung anzuwenden. 

Wir setzen x=p$vsity dann wird 
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s = 2pj^o\^ t dt =p (t, + i Stn2 ^i) , 



wo ^ der Gleichung ?/2=^3ttt^i genügt Folglich ist 

Wir dividieren durch l, entwickeln nach Potenzen von t^ 
und heben die erste Potenz von t^ auf beiden Seiten fort. 

Für ^=0 wird s/l=l. Wir setzen daher 5/?=l+«* 
und erhalten zwischen u und i^ die Gleichung 



u 



Dann ist: 

u 



Zur weiteren Vereinfachung werde —tl = v gesetzt. 

, 7.3! - , 31.3I3! , , 
= "+475- "' + 47576:7" +••• 

In erster Annähening ergibt sich v = u und damit in zweiter 
Annäherung 

t; = w+ II -——ju^==u — 1,1 w 

und in dritter Annäherung 

. = ..-l,l..^+(2,2..^-31.^-^-^-l.l+;^jt. 
= ti- 1,1 1*2 + 1,8914 w3. 

Aus den gegebenen Werten von s und l wird zunächst t«, 
daraus t; = ^^, und aus ^i ergibt sich jp durch die Glei- 
chung ll2=p$mti. Das Verfahren sieht zunächst weit- 
läufiger aus. Benutzt man indessen Tafeln hyperbolischer 



l2 



3 
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Funktion, so hat es den Vorzug, daß man aus dem ge- 
fundenen Werte von ^ rasch und genau den zugehörigen 
Wert von s/l finden kann. Stimmt dieser Wert mit dem 
g^ebenen nicht ganz überein, so kann man, wie weiter 
unten gezeigt wird, den Wert von ^ geeignet korrigieren. 
Wenn in der Gleichung 

f(xy) = 

in der Entwicklung nach Potenzen von x — a^^u und 
y — 6 = 17 kein Glied mit der ersten Potenz von v allein 
vorkommt, wohl aber ein Glied mit der ersten Potenz von u 
allein, so kann man zunächst u nach Potenzen von v ent- 
wickeln und dann diese Potenzreihe umkehren, wodurch v 
als eine Reihe gewonnen wird, die nach gebrochenen Po- 
tenzen von u fortschreitet. 

Wenn dagegen überhaupt keine in u und v linearen 
Glieder vorkommen, so muß die Entwicklung der einen 
Größe nach Potenzen der anderen auf andere Weise bewirkt 
werden. 

Setzen wir zunächst voraus, daß die Glieder zweiter 
Dimension in u und v nicht sämtlich verschwinden. Sie 
lassen sich dann in zwei lineare Faktoren zerlegen, von 
denen der eine gleich u — Jcv sei. Wir führen nun statt u 
eine neue Veränderliche w durch die Gleichung 

ein. Dann werden alle Glieder der ganzen Entwicklung 
durch t?2 teilbar, und diesen Faktor wollen wir uns fort- 
gehoben denken. Die Glieder der zweiten Ordnung in u 
und V gehen dann über in 

während alle übrigen Glieder den Faktor v enthalten. Wenn 
nun a von Null verschieden ist, so enthält die neue Gleichung 
zwischen w und v ein lineares Glied in w. Daher läßt 
sich, wie oben gezeigt worden ist, w nach Potenzen von v 
entwickeln. Daraus ergibt sieh dann auch die Entwicklung 
von u nach Potenzen von v. 

In analoger Weise erhält man auch aus dem andern 
linearen Faktor der Glieder, die in u und v von zweiter 
Dimension sind, eine Entwicklung von u nach Potenzen von v. 
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Es kann vorkommen^ daß der lineare Faktor nicht in 
der Form u — hv darstellbar ist, sondern nur in der Form cv. 
Dann ergibt sich in analoger Weise wie eben eine Ent- 
wicklung von V nach Potenzen von u. Die Umkehrung 
liefert dann u nach gebrochenen Potenzen von v. 

Die Bedingung a:^0 besagt, daß die beiden linearen 
Faktoren, in welche die Glieder zweiter Ordnung zerfallen, 
nicht durcheinander teilbar sind, oder daß die beiden Werte 
des Verhältnisses u:v, die sich durch Nullsetzen der Glieder 
zweiter Dimension ergeben, nicht einander gleich sind. 

Sind diese beiden Werte dagegen einander gleich, so 
läßt sich die gesuchte Entwicklung auf dem eben ein- 
geschlagenen Wege nicht geben. Man muß dann die 
Gleichung zwischen w und v nach der Dimension der Glieder 
ordnen. Im allgemeinen werden durch Weghebung des 
Faktors v^ die Glieder dritter Dimension ein in v lineares 
Glied liefern. Dann läßt sich nach dem oben auseinander- 
gesetzten Verfahren v nach Potenzen von w und durch 

Umkehrung w nach Potenzen von ^ entwickeln, und damit 
findet man auch eine Entwicklung von u nach Potenzen 

von "fv. 

Wenn im speziellen Fall das in v lineare Glied ver- 
schwindet, so hat man die Glieder der zweiten Ordnung in 
w und V zu betrachten. Im allgemeinen werden die beiden 
durch NuUsetzen dieser Glieder sich ergebenden Werte des 
Verhältnisses wiv voneinander verschieden sein. Man er- 
hält dann zwei Entwicklungen von w nach Potenzen von v 
und damit auch zwei Entwicklungen von u nach Potenzen 
von V. Sind aber im speziellen Fall die beiden Werte des 
Verhältnisses wiv einander gleich, so hat man das Ver- 
fahren in derselben Weise fortzusetzen, wie es eben für u 
und V auseinandergesetzt wurde. 

Es bleibt nun noch übrig zu zeigen, wie man die Ent- 
wicklung findet, wenn auch die Glieder der zweiten Dimen- 
sion verschwinden. 

Es sei r die niedrigste Dimension in u und Vy für 
welche nicht sämtliche Glieder verschwinden. Wenn man 
die Glieder r-ter Dimension ffir sich Null setzt, 

so ergeben sich für das Verhältnis von uiv r Werte. Sei 
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u/v = ih einer dieser Werte, den wir von den übrigen 
r—1 -Werten verschieden voraussetzen. Wir führen dann 
die neue Veränderliche w durch die Gleichung u=«kv-\-wv 
ein. Alle Glieder werden jetzt durch «?•" teilbar sein und 
die Glieder r-ter Dimension in u und v liefern nach Weg- 
hebung von if den Ausdruck 

a(k + wy + i (k + wy-^ + ...+p. 

Dieser Ausdruck muß für w = verschwinden. Da 
aber k als einfache Wurzel vorausgesetzt ist, so muß die 
Entwicklung nach Potenzen von w ein Glied mit der ersten 
Potenz von w enthalten. Die Glieder, die in u und v von 
höherer als der r-ten Dimension sind, enthalten auch nach 
Weghebung von if mindestens die erste Potenz von v. 

Die Gleichung zwischen w und v erlaubt daher in der 
oben auseinandergesetzten Weise w in eine Reihe nach Po- 
tenzen von V zu entwickeln, und damit ergibt sich auch die 
Entwicklung von u nach Potenzen von v. 

Statt u/v = k könnte man natürlich auch vju^=kf=llk 
und v=^kfu-\-^i/u einfuhren und damit die EoUen von u 
und V vertauschen. Beide Wege führen zum Ziel, es sei 
denn, daß k oder kf verschwindet. Wenn kf verschwindet, 
so ist nur der zweite Weg offen; wenn k verschwindet, nur 
der erste. 

Jede einfache Wurzel der Glieder r-ter Dimension 
liefert auf diese Weise eine Entwicklung. Bei einer mehr- 
fachen Wurzel k würde dagegen das Verfahren undurch- 
führbar werden, weil in diesem Falle der Ausdruck 

a{k + wy + h{k + wy-'^ + ...-\-p 

nach steigenden Potenzen von w geordnet, nicht mit der 
ersten, sondern mit einer höheren Potenz von w beginnen 
würde. Um auch in diesem Falle die Entwicklung zu finden, 
hätte man die Glieder nach der Dimension in w und v 
zu ordnen. 

Im allgemeinen wird ein Glied mit der ersten Potenz 
von V vorkommen. Dann läßt sich in der oben beschriebenen 
Weise v nach Potenzen von w entwickeln. Bei der Um- 
kehrung dieser Beihe wird w nach gebrochenen Potenzen 
von V entwickelt, weil die erste Entwicklung mit einer 
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höheren Potenz von w anhebt. Dann ergibt sich auch für 
w eine Entwicklung uach gebrochenen Potenzen von t;. 

In dem speziellen Fall, wo das Glied mit der ersten 
Potenz von v fehlt, muß man die Glieder der niedrigsten 
Dimension in w und v aufsuchen und nun dasselbe Ver- 
fahren einschlagen, wie es soeben für u und v geschildert ist. 
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Bedeutet s{pS) einen Näherungswert einer Funktion f(x) 
und £(a?) die Korrektur des Näherungswertes, so ist 

Wenn nun die Funktion /"(a;) und ebenso die Näherung s(pi) 
in einem Intervall x=^a bis 6 stetig sind, so gilt dasselbe 
auch von der Korrektur E(p^ und es ist 

X^ X<^ Q^ 

jf{x) dx = j s{x)dx-^ j e(x)dXy 

x^ x^ x^ 

wofern nur x^ und x,^ dem Intervall a bis 6 angehören. 

Wenn die Korrektur e{x) in dem ganzen Intervall a 
bis h dem absoluten Betrage nach kleiner ist als m, so ent- 
fernt sich die Kurve, deren Ordinale die Korrektur e{x) 
darstellt, um nicht mehr als m von der Abszissenachse und 
der von ihr und der Abszissenachse begrenzte Flächeninhalt 
ist daher zwischen den zu x^ und x^ gehörigen Ordinalen 
nicht größer als m | ^g — ^i I "°^ ^ fortiori nicht größer als 
m\h — a\. Das Integral 

j s {x) dx 
stellt folglich einen Näherungswert des Integrals 

X2 

jf{x) dx 

Xi 

dar, dessen Korrektur mit m zugleich beliebig klein wird. 
Wenn daher eine in dem Intervall a bis 6 gleichmäßig 
konvergente Darstellung der Funktion f(x) gegeben ist 

f{x) = limsn{x), 
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so muß 

/ Sn (x) dx 

für hiDreichend große Werte von n beliebig genau mit 

jf{x)dx 
übereinstimmen^ oder mit anderen Worten, es ist 

lim jsn{x)dx 

n = oo a;i 

eine gleichmäßig konvergente Darstellung von 

jf{x)dx 

Xi 

für alle Werte von x^ und Ä^g, die dem Intervall a bis 6 an- 
gehören. Wenn die gleichmäßig konvergente Darstellung 
von f{x) als unendliche Eeihe geschrieben wird 

fix) = Si (X) + («2 (X) — Si {X)) + (53 {X) — «2 (^)) + • • • ) 

80 ergibt sich daraus der Satz, daß man für das Integral 

Xa 

jf{x)dx 

eine gleichmäßig konvergente Reihe erhält, indem man die 
Reihe für f[x) Glied für Glied integriert. 

Während so die Integration einer gleichmäßig konver- 
genten Näherungsdarstellung immer eine gleichmäßig kon- 
vergente Näherungsdarstellung des Integrals liefert, gilt nicht 
dasselbe von der Differentiation. Es ist ohne weiteres klar, 
daß eine Näherungskurve sich mit beliebiger Genauigkeit 
an eine gegebene Kurve anschließen kann, während zwischen 
den Richtungen der beiden Kurven beliebig große Unter- 
schiede bestehen bleiben. Wenn also eine gleichmäßig kon- 
vergente Darstellung einer Funktion f{x) gegeben ist 

f{x) = lim Sn (x) 
«=00 

so kann man keineswegs unter allen Umständen daraus auf 
die Gleichung 
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f\x) = lim s'n (x) 

schließen. 

Es genügt indessen die folgende Einschränkung, um 
das Verfahren ausführbar zu machen. 

Unter der Voraussetzung, daß 

lim Sn {x) 

n = oo 

in dem Intervall x=^a bis a; = 6 gleichmäßig konvergent ist, 
und daß Sn{x) stetige Funktionen sind, muß dieser Ausdruck 
die Ableitung f{x) darstellen. Denn nach dem eben be- 
wiesenen Theorem über die Integration wird, wenn man 

(p {x) ==\\m Sn{x) 

setzt: 

X^ Xi 

jcp [x) dx = lim js'n{x) dx==\\m (s„ (x^) — s„ {Xi)) = f{x2) — A^i) 

Xi n = <x) xi n = oo 

und mithin 

(p (x) dx = f{x) dx . 

Für die DiflFerentiation einer gleichmäßig konvergenten 
Darstellung erhalten wir daher die folgende Regel. 

Um eine Funktion zu differenzieren, die durch einen 
gleichmäßig konvergenten Grenzausdruck \\insn{x) dargestellt 
ist, differenziere man die Näherungswerte und untersuche 
den Grenzausdruck der Differentialquotienten \miSn{x). Wenn 
sich ergibt, daß limSn(^) gleichmäßig konvergent ist, so wird 
dadurch der Differentialquotient der gegebenen Funktion 
dargestellt. Ist der Ausdruck nicht gleichmäßig konvergent, 
so ist freilich der Differentialquotient hiermit noch nicht 
aufgefunden. Aber man kann sagen, daß in diesem FaUe 
die Darstellung der Funktion unzweckmäßig ist und eine 
bessere an die Stelle treten müßte. 

Auf unendliche Reihen angewendet, bedeutet diese Regel, 
daß die Glieder der Reihe einzeln zu differenzieren sind. 
Ist die Reihe der Differentialquotienten gleichmäßig kon- 
vergent, so stellt sie den Differentialquotienten der gegebenen 
Reihe dar. 

Die Potenzreihen zeichnen sich dadurch aus, daß ihr 
Differentialquotient immer auf diesem Wege gebildet werden 
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kann. Ist nämlich die Potenzreihe 

«0 + «1 ^ + «2 ^^ + • • • 

für X'=x^ konvergent, so läßt sich nachweisen, daß die Reihe 
der Differentialquotienten 

% + 2 «2 ^ + 3 «3 ^^ + . . . 

für alle Werte von x, deren absolute Beträge kleiner als 
r < I a?! I sind, gleichmäßig konvergiert und daher den Diffe- 
rentialquotienten der gegebenen Reihe darstellt. 

Denn aus der Konvergenz für x^^x^ folgt, daß der 

absolute Betrag des allgemeinen Gliedes a^x^ einen festen 
Wert M nicht überschreitet. Daher ist für |^|^^ 

nanX*^^^\<n an r**~^<n, — r i — r 

I ^1 I N ^1 K 

Folglich ist in der Reihe der Differentialquotienten der 
Fehler des n-ten Näherungswertes dem absoluten Betrage 
nach kleiner als 

M 

^^ ((n+l)*» + (n + 2)*"+i + ...), 



^1 



wo k für rl\xi\ geschrieben ist. Nun ist k ein echter Bruch 
und 

(w+l)Ä;" + (w + 2)A"+i + ...=-wA~(l + Ä; + *2 + ...) 

+ k*'{l + 2k + 3k^ + ...) 
= nk**l{l — k) + k^l(l — k)K 

Für hinreichend große Werte von n muß also der Fehler 
des w-ten Näherungswertes in dem ganzen Intervall ^ | ^ ^ 
beliebig klein werden. Mithin stellt nach dem obigen Theorem 
die Reihe 

% + 2 ag a; + 3 ag iz;2 + . . . 

den Differentialquotienten der Reihe 

«0 + % ^ + 0^2 ^^ + ^3 ^^ + • • • 

in dem ganzen Intervall |i2;| <r dar. 

Man kann nun die Größe r dem Werte \xi\ so nahe 
nehmen wie man will. Die Reihe stellt daher den DiBferential- 
quotienten für alle Werte von x dar, die dem absoluten 
Betrage nach kleiner sind als x^. Folglich reicht der Kon- 
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vergenzbereich des Differentialquotienten eben so weit wie 
der Konvergenzbereich der Reihe selbst. Er kann aber auch 
nicht weiter reichen. Denn durch Integration ergibt sich 
sofort, daß auch der Konvergenzkreis der Reihe selbst so 
weit reicht, wie der des Differentialquotienten. 

Ein Unterschied der Konvergenzgebiete besteht nur 
darin, daß die Reihe selbst möglicherweise für einen Wert x, 
der auf dem Rande des Konvergenzgebietes liegt, noch 
konvergiert, während die Reihe des Differentialquotienten 
nicht mehr für diesen Wert konvergiert. 

Aus der Möglichkeit, die Potenzreihen beliebig oft zu 
differenzieren, läßt sich sogleich die Beziehung beweisen, 
die zwischen den Ableitungen der dargestellten Funktion 
und den Koeffizienten der Potenzreihe besteht. 

Schreibt man 

/"(iC) = «0 + % ^ + ^2 ^ ^ + • • • + ^A ^ + • • • j 

so ergibt sich, wenn man Amal differenziert: 

/"W (ic) = a^ • A ! + a A + 1 • A + 1 • A . . . 2 • ic + . . . , 

und für a; = 

/•a)(0) = aA.>l! oder ax = f^{0)l)i\, 

das heißt, wir erhalten die nach Maclaurin genannte Ent- 
wicklung 

A^)=/(0) + f(0)a; + r(0)/2!.^2 + ... 

Auch folgt daraus, daß zwei Potenzreihen von x die in 
einer beliebig kleinen Umgebung der Stelle a; = in ihren 
Werten übereinstinmien, notwendig identisch sein müssen. 
Denn es müssen bei x — ihre Differentialquotienten aller 
Ordnungen übereinstimmen. 

Die Eigenschaft der Potenzreihen, sich differenzieren 
zu lassen, macht sie auch zur genäherten Darstellung von 
Funktionen vorzüglich geeignet. Geometrisch gesprochen 
schmiegen sich die Näherungskurven an die darzustellende 
Kurve an, nicht nur, was die Ordinalen selbst betrifft, 
sondern auch was Richtung und Krümmung und alle höheren 
Differentialquotienten betrifft. Denn die höheren Differential- 
quotienten werden nach unserem Theorem in derselben Weise 
durch wiederholte Differentiation der Reihe gewonnen, wie 
der erste Differentialquotient aus der ursprünglichen Reihe. 
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Es ist gat; sich durch ein Beispiel zu überzeugen^ daß 
eine solche Eigenschaft keineswegs allen Näherungs- 
darstellungen zukommt. 

So ist z. B. die Keihe 

l+cosa; + 2-2cos(22a?) + 3-*cos(3»a;) + ... 

für alle reellen Werte von x unbedingt und gleichmäßig 
konvergent. Denn der Fehler des n-ten Näherungswertes ist 
nicht größer als 

w-« + (n+l)-« + (w + 2)-2 + ..., 

also wie oben gezeigt wurde, kleiner als 

1 

Differenziert man dagegen Glied für Glied, so ergibt 
sich die Beihe 

— Bmx — sin(22rc) — sin(32a?) — ..., 

von der sich zeigen lä£t, daß sie für kein noch so kleines 
Intervall gleichmäßig konvergiert. Es sei d eine beliebig 
kleine gegebene Zahl, so daß für irgend einen Wert von a 

a — 6 bis a-\-d 

ein beliebig kleines Intervall bezeichnet. Für alle Werte 
von n werden in der Reihe 



w2' n2' n2' n^'"' 

2 
je zwei benachbarte Glieder um weniger als — voneinander 

verschieden. Ist nun n so groß, daß -^<2(J, so muß also 

mindestens eines jener Glieder, wenn wir a positiv annehmen, 
in das Intervall fallen. Für negative Werte von a brauchen 

wir die Glieder nur negativ zu nehmen. Liegt nun — 

zwischen a — d und a + ö, so wird, wenn x= — • jr/2 

gesetzt ist, x zwischen a nj2 — d nj2 und a 7ij2 + 6 7ij2 
liegen. Dies stellt für beliebige Werte von a und d ein 

Runge, Theorie und Praxis der Reihen. 6 
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beliebiges Intervall für x dar, innerhalb dessen also 
immer n'^x = {^a-\-l)nj2 d. h. sin(w^rc) = + l gefunden 
werden kann. Das ist aber mit der Konvergenz für das 
ganze Intervall nicht vereinbar, weil die Konvergenz ver- 
langt^ daß die Glieder mit wachsendem n beliebig klein 
werden. 

Es ist zuerst von Weierstraß gezeigt worden, daß durch 
solche Reihen Funktionen dargestellt werden können, die 
gar keinen Differentialquotienten besitzen. So lehrreich die» 
nun auch für die Begriffsentwicklung ist^ so kann man doch 
sagen^ daß für die praktische Anwendung der Mathematik 
auf empirische Probleme solche Funktionen und solche Dar- 
stellungen keine Bedeutung haben '^). 

Das Theorem über £e Differentiation der Naherungs- 
darsteUungen findet ebenso seine Anwendung bei den par- 
tiellen Differentiationen von Ausdrücken, die mehr als eine 
Veränderliche enthalten. Insbesondere ist auch sogleich 
einleuchtend, daß Potenzreihen von mehr als einer Ver- 
änderlichen immer gliedweise partiell differentiiert werden 
können. Denn wir betrachten dabei nur eine Größe als 
veränderlich und haben es daher nur mit einer Potenzreihe 
einer Veränderlichen zu tun. 

Eine Anwendung findet die Bildung des Differential- 
quotienten bei zahlreichen Betrachtungen. Wir heben hier 
nur die ümkehrung einer Reihe hervor und allgemeiner die 
Berechnung einer Veränderlichen aus der anderen^ wenn 
zwischen ihnen eine Gleichung besteht. Ist nämlich 

f{uv) = 

und sind von der Entwicklung von u nach Potenzen von v 
eine Anzahl Glieder nach der oben auseinandergesetzten 
Methode gefunden, so ist es manchmal nicht zweckmäßige 
die Entwicklung fortzusetzen; sondern man tut besser, für 
einen speziellen Wert von v den durch die soweit gefundenen 
Glieder gelieferten Näherungswert von u mit Bilfe de& 
Differentialquotienten zu verbessern. Wird nämlich der 
spezielle Wert von v und der gefundene Näherungswert von 
u in f{uv) eingesetzt und ergibt sich jetzt ein kleiner Wert e^ 

*) Vergl. F. Klein. Anwendung der Differential- und Inte- 
gralrechnung auf Geometrie, eine Bevision der Prinzipien. 
Leipzig (1902). 
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so bringt man an dem Näherungswert von u eine solche Ver- 
besserung du BJif daß 

du 

wird. Dann wird der Wert von f für den verbesserten 
Näherungswert von u nur ein kleiner Bruchteil von e sein. 
Dies Verfahren kann man wiederholen^ wenn der Wert von 
f noch nicht klein genug ist. Laßt sich für die in Betracht 

kommenden Werte von u eine untere Grenze für -^ an- 

ou 

geben ^ so hat man auch unmittelbar aus dem Werte von 
fi^v) eine obere Grenze des Fehlers von Uy weil die Än- 
derung von f größer ist als das Produkt des Fehlers von u 

^ df 

mit der unteren Grenze von -^ — 

du 
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Eine tiefere Einsicht in die Konvergenz von Näherungs- 
ausdrücken einer Funktion erhält man^ wenn man auch 
komplexe Werte der Veränderlichen betrachtet. Es sei f(w) 
eine eindeutige Funktion eines komplexen Argumentes 
w = x + yiy die im Innern eines Gebietes der komplexen 
Ebene einen endlichen eindeutigen Differentialquotienten 
nach der komplexen Veränderlichen besitzt^ der Art also, daß 

W^ — W^ 

sich einem bestimmten Wert nähert, wenn w^ und w^ in 
irgend einer Weise in einem Punkt des Gebietes zu- 
sammenrücken. Schreiben wir den reeUen und imaginären 
Teil von f{w) getrennt 

f{w) = u (xy) + V {xy) i, 
so ist 

lim ^^^^^ ~ ^^^^^ ^ ä^ + d^ i 
W2 — Wi dx + dyi 

dx + dyi 
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Dieser Ausdruck soll nach der Yoranssetzung von dem 
Verhältnis von dx zu dy unabhängig sein. Das ist nur 
dann der Fall^ wenn 

denn die linke Seite wird erhalten^ wenn man dy = setzt, 
die rechte Seite, wenn man dx = setzt. In ihren reellen 
und imaginären Teil getrennt liefert die Gleichung die beiden 
Gleichungen 

du dv dv du 

dy dx dy dx' 

Die vier Differentialquotienten sollen in dem Gebiete 
eindeutig und endlich sein. 

Die beiden Gleichungen drucken die Bedingung aus^ daß 

udx — vdy und vdx + udy 

zwei vollständige Differentiale sind, oder mit anderen Worten, 
daß sich zwei Funktionen U und V finden lassen, für die 

dU dU cV dV 

dx dy dx dy 

oder in imaginärer Form, daß 

d(U+Vi) = {^-\-vi) (dx + dyi) = f(w)dw. 

U-\- Vi ist eine komplexe Funktion, deren Differential- 
quotient gleich der gegebenen Funktion f{w) ist, und man 
nennt daher U+Vi ein Integral von f(w)dw. 

Man kann den Wert von U und V in irgend einem 
Punkt des Gebietes willkürlich festsetzen. Wenn man diesen 
Punkt auf irgend einem Wege verläßt, so ändern sich die 
Werte von U und V in bestimmter Weise. Hält man nun 
den Anfangspunkt und Endpunkt des Weges fest und ver- 
ändert den Weg, so bleiben die Werte von U und V im 
Endpunkt dieselben, solange bei den Abänderungen des 
Weges nur Flächenteile überstrichen werden, die dem Ge- 
biete angehören, wo f{0) einen eindeutigen Differentialquo- 
tienten besitzt. 

Das folgt z. B. für U, wenn man über irgend einen 
Teil Ä jenes Gebietes das doppelte Integral 
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//( 



^^ + l^)dxdy = 



erstreckt. Denn verwandelt man das Flächenintegral in ein 

ein&ches Integral, indem man die eine Integration ausführt, 

so kann man es als ein über den Rand erstrecktes Integral 

schreiben 

j{udx — vdy) = 0. 

Das analoge Resultat ergibt sich für die Funktion V 

in einem Gebiete wo 

dv du 

By dx 
ist. 

Beide Resultate fassen wir zusammen, indem wir U-^ Vi 

betrachten. Es ist dann also 

jd{U+ ri) = jf{w)dw==0, 

wenn das Integral über den Rand eines Gebietes erstreckt 
wird, innerhalb dessen f{w) einen endlichen eindeutigen 
Differentialquotienten nach w besitzt. Dabei ist über den 
ganzen Rand in demselben Sinne zu integrieren, so daß bei 
der ganzen Integration das Innere des Gebietes immer auf 
derselben Seite der Fortgangsrichtung liegt. Der Rand kann 
aus verschiedenen miteinander nicht zusammenhängenden 
Teilen bestehen. 

Ist js eine komplexe Zahl, die einer beliebigen Stelle 
im Innern des Gebietes entspricht, so wird die Funktion 

W — 

der Bedingung nicht mehr genügen, daß der Differential- 
quotient nach w endlich und eindeutig ist. Aber wir können 
die Bedingung dadurch wieder erfüllen, daß wir einen kleinen 
Kreis um die Stelle schlagen und das Innere dieses Kreises 
von dem Gebiet ausschließen. Dann ist das Randintegral 
noch um den Rand dieses Kreises zu erstrecken. Die 
Fortgangsrichtung werde durchweg so gewählt, daß das 
Innere des Gebietes zu ihr liegt, wie die Seite der posi- 
tiven y zur Richtung in der x wächst. 

Auf dem Rand des kleinen Kreises können wir schreiben 
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WO Q der Radius des Kreises ist und (p von bis 2jr läuft. 
Dann ist auf dem Rande des Kreises 

dw , . 

= — tacp 



w — z 
und der betreffende Teil des Randintegrals wird 



2jr 





Dieser Teil ist aber, wie oben gezeigt wurde, nicht von 
der gewählten Größe von q abhängig. Wenn wir q ver- 
kleinem, so darf das Randintegral seinen Wert nicht ändern. 

Nun ist f{w) in dem ganzen Gebiet stetig, weil ja nach 
der Voraussetzung der Differentialquotient endlich ist. 
Folglich muß das über den kleinen Kreis erstreckte Integral 
denselben Wert haben, den wir erhalten, wenn ^==0 an- 
genonunen wird. 

(Kreif q) 

Wird also das Integral über den Rand des gegebenen 
Gebietes und über den Rand des kleinen Kreises erstreckt, 
so erhalten wir die Gleichung 

fiw) 



h 



oder 



w — z 

(Aber den Rand des Gebietet) 



dw — if{z)27i = 



di 71% J 1 



Ä,«,. 



W — Z 
(über den Rand des Gebietes) 

Auf diese Weise wird also der Wert der Funktion f(z) in 
einem beliebigen Punkt im Innern des Gebietes, wo f(i) 
einen eindeutigen und endüchen Differentialquotienten be- 
sitzt, aus den Werten von f[z) auf dem Rande des Gebietes 
berechnet. Diese von Cauchy herrührende Formel erlaubt 
nun verschiedene allgemeine Schlüsse über die genäherte 
Darstellung von Funktionen und damit über die Konvergenz 
unendlicher Reihen zu ziehen. Das Integral ist nämlich 
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Dichts anderes als eine gewisse Näherungsdarstellung^ bei 
der jeder Näherungswert eine rationale Funktion von z ist. 
Denn bezeichnen w^j w^y ...Wn eine Anzahl komplexer 
Werte, die über den Rand des Gebietes Ä so verteilt sind, 
daß er dadurch für hinreichend große Werte von n in be- 
liebig kleine Teile zerlegt wird, so kann man das Integral 
durch die Formel definieren: 

Jw — n^ool^i — ^ " Wi — S^ 



+ 



wL — 8 



[w^ — w^\ 



Dabei bezeichnet wi einen Wert, der auf dem Rande zwischen 
% und w^ liegt, wi einen solchen zwischen w^ und % usw. 
Um den Fehler eines Näherungswertes zu beurteilen, 
zerlegen wir das Integral in eine Summe von Integralen, 
die über die einzelnen Teile des Randes w^ bis w^, w^ bis 
Wq usw. erstreckt sind und vergleichen jeden dieser Teile mit 
dem entsprechenden Gliede des Näherungswertes. Die 
Differenz können ynr als Integral schreiben 

f/W,»_ÄLK^._„.)_/"(/M_iWL),„. 

JW^S Wa Z^ ^ ' J\W — Z Wa Zl 

a a 

Die Differenz ^ ' , wird sehr klein, wenn 

W Z Wa Z 

die Teile des Randes sehr klein werden. Bezeichnet m« den 
größten absoluten Betrat von ^ , indemRand- 

^ ^ W Z Wo — ^ 

teil zwischen Wa und Wa^i, so ist 



J \W Z Wa — Z/ 



W 

a 



dem absoluten Betrage nach nicht größer als mah, wo la die 
Länge des Randes zwischen Wa und Wa+i bedeutet. 

Mithin ist der Fehler des ganzen Näherungswertes nicht 
größer als 
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und wenn m eine obere Grenze von m^, Wg, . . .m„ bezeichnet, 
nicht größer als 

unter L die Länge des Randes verstanden. Der Fehler 
wird also mit m zugleich beliebig klein. 

Dadurch ergibt sich nicht nur die Konvergenz des 
Näherungsausdrucks ^ sondern auch die gleichmäßige Kon- 
vergenz für alle Werte von z, die in einem vorgeschriebenen 
Abstände vom Rande des Gebietes liegen^ mag der Abstand 
so klein sein, wie er will. 

Das Cauchysche Integral liefert uns also eine rationale 
Funktion von js. Diese rationale Funktion stellt für alle 
Punkte eines Gebietes Ä', welches im Innern eines anderen 
Gebietes Ä liegt, aber so viel von Ä umfaßt, wie wir nur 
wollen, die Funktion f{0) mit beliebiger Genauigkeit dar: 

f(0) = lim Rn (0) . 

Den Greuzausdruck können wir natürlich auch als unendliche 
Reihe schreiben. 

Es ist interessant zu bemerken, daß der durch das 
Gau chy sehe Integral gegebene Grenzausdruck auch für 
Werte von 0, die außerhalb des Gebietes Ä liegen einen 
Sinn behält. Für solche Werte ist das über den Rand 

von Ä erstreckte Integral gleich Null, weil — ^— ^ dann in 

dem ganzen Gebiet A eine endliche imd eindeutige Ab- 
leitung nach w besitzt. 

Die . Funktion Bn (js) wird also in einem Gebiete ^' 
innerhalb von A mit beliebiger Genauigkeit die Funktion f{is) 
darstellen und zugleich in einem Gebiet A'^, das beliebig 
viel von der ganzen außerhalb A liegenden Zahlenebene 
umfaßt, beliebig klein sein. 

£s ist nicht notwendig, daß das Gebiet A zusammen- 
hängend oder gar einfach zusammenhängend sei. Es kann 
auch mehrfach zusammenhängend sein und aus mehreren 
nicht zusammenhängenden Teilen bestehen. Die Integration 
ist dann aber über die verschiedenen RandteUe zu erstrecken. 

Die rationale Funktion Bn {0) hat ihre ünendlichkeits- 
stellen alle auf dem Rande des Gebietes A. 
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Wenn ein Naherangsaasdruck 



M=C» 



gegeben ist, dessen Näherungswerte Pu{/s) rationale Funk- 
tionen von sind, deren Unendlichkeitsstellen außerhalb 
oder auf dem Rande eines zusammenhäugenden Gebietes 
Ä liegen, und dessen Konvergenz im Innern von Ä gleich- 
mäßig ist, so stellt der Ausdruck eine Funktion von js dar, 
die sich für ein Gebiet Ä' im Innern von Ä durch das 
Integral von Canchy darstellen läßt. Denn es ist 



^ 2m J w — 



wenn das Integral über den Rand eines im Innern von Ä 
gelegenen Gebietes erstreckt wird. Bezeichnet nun e (z) den 
Fehler von P» {z) im Gebiet A% das im Innern von A liegt 
aber A^ umfassen soll, so ist, wenn über den Rand von J." 
integriert wird, 

2mj w — z 2mj w — z 

Für alle Werte von Zy die in A' liegen, wird nun für hin- 
reichend große Werte von n das zweite Integral der rechten 
Seite zugleich mit e[z) beliebig klein. Es kann sich daher 
f(z) von 

f{w) 



i_f_m 

Tiij w — 



dw 

z 



nur beliebig wenig unterscheiden. Da beide Größen aber 
von n ganz unabhängig sind, so ist 



dw. 



w — z 



Das Integral gilt für alle Werte von A' und ist über den 
Rand eines Gebietes erstreckt, das A' umfaßt. 

Diese Funktion f(z) hat mithin für alle Werte von Zy 
die dem Gebiet A' angehören, einen eindeutigen und stetigen 
Differentialquotienten nach z. Denn es ist 
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«2 



— 0^ 27iiJ (w — ^i)(m? — ^2) 



und, da alle Integrationswerte w von £S^ und Z2 in gewissem 
Abstände bleiben, 

Z,2 ^1 2711J {W ^)2 

Dieser Satz stellt eine Umkehrung des im Cauchyschen 
Integral enthaltenen Satze dar. Der erste Satz kann so 
ausgesprochen werden: 

Wenn eine Funktion im Innern und auf dem Rande 
eines zusammenhängenden Gebietes A' einen endlichen und 
eindeutigen Differentialquotient besitzt, so läßt sich eine 
rationale Funktion bilden, die für das ganze Gebiet beliebig 
wenig von der gegebenen Funktion abweicht. Der zweite 
Satz besagt umgekehrt: 

Wenn man in einem A' umfassenden Gebiet eine 
Funktion mit beliebiger Genauigkeit durch eine rationale 
Funktion ersetzen kann, deren Unendlichkeitsstellen außer- 
halb von A' liegen, so hat sie im Innern und auf dem 
B.ande von A einen eindeutigen und endlichen Differential- 
quotienten. Derselbe Satz bleibt bestehen, wenn man statt 
der rationalen Funktionen P„ {2) auch irgendwelche ana- 
lytische Funktionen zuläßt, die in einem A' umfassenden 
Gebiet einen endlichen und eindeutigen Differentialquotienten 
besitzen. 

Wenn man die Näherungswerte eines im Innern von 
A gleichmäßig konvergenten Ausdrucks 

lim P„ iz) 

differenziert, so läßt sich zeigen, daß der daraus entstehende 
Ausdruck 

limP^(^) 

im Innern von A ebenfalls gleichmäßig konvergiert und 
den Differentialquotienten von 

limP,(^) 

darstellt. Ja, man kann in einfacher Weise von dem Fehler 
des Näherungswertes P„ (z) auf eine obere Grenze des Fehlers 
von Pn{^) schließen. 
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Bezeichnet f{}s) den Wert des Grenzausdruckes, so ist, 
wie oben gezeigt, in dem Gebiete A* 



... 1 ff(w) , 



Das Integral denken wir uns dabei über den Band eines 
Gebietes A" erstreckt, welches das Gebiet A' umschließt, 
aber auch noch im Gebiet A liegt. Der Differentialquotient 
f{d) läßt sich, wie eben gezeigt, aus dem Integral in der 
Form bilden 



^'(^) = 2^/l 



f^^^ dw, 



{w — zy 

indem man das Integral unter dem Zeichen nach z diffe- 
rentiiert. Andererseits haben wir ebenso 

2mJ {w — zy 
Mithin ist 

nz) - Pi(z) = ^. fj-^\^ dw , 

^ ^ ^ ^ 2mJ (w — zy 

wo e(w) den Fehler von P«(w) auf dem Rande von A'^ be- 
zeichnet. Wenn nun €{w) sehr klein ist, so wird auch 

- — ^^ — r^ auf dem Rande von J." sehr klein, da der absolute 

(w — zy 

Betrag \w — z\ eine untere von Null verschiedene Grenze 
hat. Bezeichnen wir den größten Wert des absoluten Be- 

tra&:es von -, — \^ auf den Rande von A'^ mit w, so ist 

^ {w— zy, ' 

also der absolute Betrag von f(z) — Pnißf) nicht größer als 

«n T 

-^ — , WO L die Länge des Randes von A^' bedeutet. Es 

konvergiert daher auch 

limP„'(;2:) 

in dem Gebiete A' gleichmäßig und stellt den Differential- 
quotienten von f(z) dar. Dabei kann für den Fehler des 
Näherungswertes Pn (z) eine obere Grenze angegeben werden, 
die mit dem Fehler von Pm(^) zugleich beliebig klein wird. 
Was hier für den ersten Differentialquotienten gezeigt 
worden ist, gilt in analoger Weise für jeden höheren Diffe- 
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rentialquoüenten. Man erhalt durch mehrfache Differentiation 
des Cauchyschen Integrals nach z 

r.f ., . 1.2.3...a/* f(w) j 
/•(a)M = — -, / - — ' ^ / dw 

und andererseits 

^„) ^1^ 2 3 « / • P'M aw. 

^ ' 2m J (W — ;?)«+! 

Mithin ist 

Das Integral ist über den Band von A'^ zu erstrecken, wo A" 

das Gebiet A^ umschließt. F^\z) stellt also die a-te Ab- 
leitung von f{z) in dem Gebiete A' genähert dar mit einem 
Fehler, der zugleich mit dem Fehler der Näherung Pw(^) 
beliebig klein wird. 

Diese Eigenschaft eines in einem Gebiete der kom- 
plexen Ebene gleichmäßig konvergenten Ausdruckes zeichnet 
ihn vor einem nur für reelle Werte der Veränderlichen 
gleichmäßig konvergenten Ausdrucke aus. Während für 
reelle Veränderliche allein die Genauigkeit der Näherungs- 
werte keineswegs verbürgt, daß auch die Ableitungen der 
Näherungswerte sich an die Ableitungen der dargestellten 
Funktion anschließen, kann man bei einem für komplexe 
Werte der Veränderlichen gleichmäßig konvergenten Aus- 
druck mit Leichtigkeit aus dem Fehler der Näherungen auf 
dem Eande des Gebietes sowohl auf den Fehler der Nähe- 
rungen selbst im Innern des Gebietes, wie auf den Fehler 
der Differentialquotienten schließen. Und es zeigt sich, daß 
der Fehler der Näherungswerte und ihrer Differentialquo- 
tienten im Innern des Gebietes zugleich mit dem Fehler der 
Näherungswerte auf dem Eande beliebig klein wird. 

Daher ist dieser Satz für das Rechnen mit Näherungs- 
ausdrücken auch dann von Bedeutung, wenn man nur die 
reellen Werte der Veränderlichen gebrauchen will. Denn 
es wird immer von Wichtigkeit sein, daß auch die Ab- 
leitungen eines Näherungswertes sich an die Ableitungen der 
betrachteten Funktion anschließen. 

Wir werden daher auch dann, wenn ein Näherungs- 
ausdruck nur für reelle Werte der Veränderlichen schließlich 
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gebnuidt we r den soD, gut toD^ m unterBacheii; wie o* sidi 
für komplexe Werte der VeiiiideriiGhen veiliilt, und wir 
werden einen Aosdrad^ vwziehen, der for kompkxB Werte 
der Yeränderliclien ^eiehmiSig konwgiert. 

So zeigt sich z. R. sogteidi die Zweckmifi^eit der 
DaisteUong einer FonktioD doidi eine Potenzreihe, weil, wie 
sdion oben gezeigt worden ist» sie andi inn»faalb eines kom- 
plexen Gebietes gleidmiißig konvergiert. 

Zur BeorieOinig der Genauigkeit der Naherangswerte 
eines fnr komplexe Verinderlidie ^eidmiaßig konvergentm 
Ansdmckes kann das Integral vcm Caaehy noch in einer 
anderen Weise zweckmäßig verwendet werden. Man hat 
namlidi 

wo £(ir), wie oben^ den Fehler von T^{z) darstellt Nun 
werde das Integral über einen Ejreis ersfare(^, der um den 
Mittelpunkt 5 mit dem Badins r geschlagen ist und so klein 
ist^ daß er ganz im Innern des Gebietes gleichmäßiger Kon- 
vergenz li^t Auf dem Rande dieses Kreises ist w — s^^ref^ 
und 

d%€ . , 
=td(py 

IC — £ 

wo <p für die Int^ration die Werte Xull bis 2jr zu durch- 
laufen hat. 

Mithin ist 

/(^)-P.(5)= ' 



= ^-je(w)d<p. 



Mit anderen Worten: Der Fehler im Mittelpunkte des 
Kreises ist der Mittelwert der Fehler auf dem Rande des 
Kreises. Der absolute Betrag des Fehlers im Mittelpunkte 
des Kreises kann daher nicht größer sein als das Maximum 
des absoluten Betrages auf dem Rande des Kreises. Ja, 
er muß sogar kleiner als dieses Maximum sein^ wenn nicht 
e(w) längs des ganzen Randes konstant wäre. In diesem 
Falle aber wäre auch för Werte von außerhalb des Mittel- 
punktes 
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/(^) — Pw(^) = ^— Te(w)/ — — = e{w), 

2m ^ J w — z 

d. h. es wäre der Fehler von Pn{^) in dem ganzen Kreise 
konstant. 

Aus diesem Satze folgte daß das Maximum des Fehlers €(^) 
für irgend ein Gebiet gleichmäßiger Konvergenz auf dem 
Bande des Gebietes liegen muß. Denn läge es im Innern, 
so würde man um die Stelle einen Kreis beschreiben können, 
der im Innern des Gebietes liegt. Auf der Peripherie dieses 
Kreises müßte aber, wie eben gezeigt, der absolute Betrag 
entweder ebenso groß oder größer sein, was mit der An- 
nahme des Maximums nicht zu vereinigen ist. Die Ge- 
nauigkeit eines Näherungswertes auf dem Bande dient also 
zugleich dazu, die Genauigkeit in dem ganzen Gebiete ab- 
zuschätzen. 

Was die Genauigkeit der Ableitungen betriflft, so fanden 
wir oben 

Das Integral ist über ein Gebiet erstreckt, das im 
Innern des Gebietes der gleichmäßigen Konvergenz liegt. 
Schlägt man um den Punkt z einen Kreis mit dem Badius r, 
der ganz im Innern des Bereiches gleichmäßiger Konvergenz 
liegt und erstreckt das Integral über den Band dieses Kreises, 
so wird 



..[, 



2n 



Der absolute Betrag von e(M;)e"-«^» ist gleich dem ab- 
soluten Betrage von e{w). Auf der Peripherie des Kreises 
kann nach dem eben bewiesenen Satze der absolute Betrag 
nicht größer sein als sein Maximum m auf dem Bande eines 
Gebietes gleichmäßiger Konvergenz, das den Kreis umfaßt. 

Mithin ist /^«) {z) — P^"^ {z) dem absoluten Betrage nach 
nicht größer als 

1 .2.3...a*r~«-m. 

Der Wert von m wird für hinreichend große Werte 
von n beliebig klein und damit wird auch diese obere Grenze 
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für den absoluten Betrag von f^^^[z) — Pl"^(jef), sobald man 
irgendwelche Werte von a annimmt^ beliebig klein. Durch 
die Kenntnis des Fehlers der Näherungswerte P„ {d) können 
wir auf diese Weise die Wahl von n so treffen, daß auch 
der Fehler der Ableitungen bis zu irgend einer festgesetzten 
Ordnung hin einen vorgeschriebenen Wert nicht übersteigt. 



§ 13. Anwendung auf die Fotenzreilien und andere 

Beihen. 

Für Potenzreihen sahen wir oben^ §8 8. 45, daß die Kon- 
vergenz für irgend einen speziellen Wert der Veränderlichen 
nach deren Potenzen die B.eihe geordnet ist^ die gleichmäßige 
Konvergenz für alle komplexen Werte der Veränderlichen 
von kleinerem absoluten Betrage nach sich zieht und daß 
der Bereich der Konvergenz, wenn er nicht unendlich ist, 
ein Kreis sein muß, außerhalb dessen es keinen Wert der 
Veränderlichen geben kann, für den die Reihe noch kon- 
vergiert Denn gäbe es einen solchen, so würde der ganze 
Konvergenzkreis vergrößert werden können. 

Wenn eine Funktion f{fs) durch eine Potenzreihe nach 
Potenzen von 8 definiert ist, so kann man f(z) auch nach 
Potenzen von 8 — 0Q = t entwickeln, vorausgesetzt, daß z^^ 
im Innern des Konvergenzkreises liegt. Das kann in der 
Weise geschehen, wie es oben beschrieben worden ist, daß 
man in die Potenzreihe die Veränderliche t durch die Sub- 
stitution z = ZQ-\-t einführt und nach Potenzen von t ordnet. 
Es kann aber auch durch das Cauchysche Integral 



^„. 1 /-IM, 

^ 27ltJ W — 8 



w 



geschehen, das wir uns um den Rand eines den Wert 0q 
einschließenden Gebietes erstreckt zu denken haben. Das 
Gebiet soll ganz im Innern des Konvergenzkreises der Reihe 
nach Potenzen von e liegen, durch die f{0) ursprünglich 
definiert ist. 

Nun setzen wir 

11 1 t t^ 



W — W — 0Q — t tV — I3q {W — 0qY (W — ^o) 



3 
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Diese Reihe konvergiert^ wenn t dem absoluten Betrag nach 
kleiner ist als w — g^. Wird diese Reihe in das lategral 
eingeführt; so erhalten wir 

f(z) = A^+A^t + A^t^ + .,. 

oder 

f{z)^Ä^ + A^{0 — ZQ) + A^{z — 0QY-\-..., 

wo A ^ f fM 



1 f f(w) , 
2 7rt/ {w — ^o) + 



Die neue Reihe konvergiert sicher, solange t dem ab- 
soluten Betrage nach kleiner als w — Zq ist. Und da das 
Gebiet, über dessen Rand das Integral erstreckt wird, so 
nahe, wie wir nur wollen, mit dem ursprünglichen Kon- 
vergenzkreis zur Übereinstimmung gebracht werden kann, 
so konvergiert die Reihe 

A^+A^ {z—zq) + ^2 iß^—^y + • • • 

sicher für alle Werte von z, die dem Werte Zq näher liegen, 
als die Entfernung des Wertes z^ von der Peripherie des ur- 
sprünglichen Konvergenzkreises beträgt. Das heißt also, der 
Konvergenzkreis der neuen Reihe, der seinen Mittelpunkt 
bei Zq hat, reicht sicher bis an die Peripherie des ersten Kon- 
vergenzkreises hinan. Möglicherweise reicht er aber auch dar- 
über hinaus. Ist das letztere der Fall, so wird dadurch die 
Funktion f(z) über den ersten Konvergenzkreis hinaus de- 
finiert. Man nennt das eine Fortsetzung der Funktion. 
Jeder Pimkt z^^ im Innern des neuen Konvergenzkreises 
kann wieder zum Mittelpunkte eines Konvergenzkreises für 
eine nach Potenzen von z — z^ fortschreitende Reihe ge- 
macht werden usw. Man sagt dann, die Funktion verhält 
sich bei z^ regulär. 

Auf dem Rande des ersten Konvergenzkreises muß 
mindestens ein Punkt liegen, wo die dargestellte Funktion 
sich nicht mehr regulär verhalt. Denn wäre kein solcher 
Punkt da, so würde man f{z) über die ganze Peripherie des 
ersten Konvergenzkreises hinaus fortsetzen können. Der 
ganze erste Kreis ließe sich dann in ein Gebiet einschließen, 
wo f{z) eine eindeutige und stetige Ableitung besitzt, über 
dessen Rand man also das Cauchysche Integral erstrecken 
könnte. Dann müßte der Konvergenzkreis aber notwendig 
größer sein, was wider die Voraussetzung ist. 
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Dieser Satz ist für das Spechnen mit Potenzreihen von 
großer Bedeutung^ selbst wenn man sich auf reelle Werte 
der Veränderlichen beschränkt. Denn aus der Kenntnis 
der Punkte, in denen sich die Funktion nicht regulär ver- 
hält, schließt man sogleich auf den Konvergenzbereich der 
Potenzreihe und damit auf die Genauigkeit der Darstellung. 
So kann z. B. sogleich gefolgert werden, daß die Reihe für 

nur bis |a?| = l konvergiert. Denn bei x = — 1 wird die 
Ableitung der Funktion unendlich. 
Oder wenn 

nach Potenzen von x entwickelt wird, so muß die Beihe 
ebenfalls für alle Werte von x konvergieren, deren absoluter 
Betrag kleiner als 1 ist Denn wenn man x auch kom- 
plexe Werte annehmen läßt, so sind die einzigen Werte, wo 
sich die Funktion nicht regulär verhält, durch die Gleichung 

l + 2cos#Ä? + ^^ = 

gegeben. An diesen Stellen ist keine eindeutige end- 
liche Ableitung vorhanden. Die Gleichung hat die beiden 
Wurzeln 

— cosi^ + sini^i, 

die beide auf der Peripherie eines Kreises liegen, der mit 
dem Radius 1 um den Nullpunkt beschrieben werden kann. 
Mithin ist dieser Kreis der Konvergenzkreis der Ent- 
wicklung. 

Wollte man sich auf reelle Werte von x beschränken, 
so würde es sehr viel umständlicher sein, den Konvergenz- 
bereich und die Genauigkeit der Näherungswerte bei der 
Entwicklung nach Potenzen von x aufzufinden. 

Aus dem Integral von Cauchj folgt natürlich auch 
die Entwicklung der Funktion f{is) in die ursprüngliche 
Reihe nach Potenzen von je?. Der w-te Näherungswert er- 
gibt sich, indem man 

- + ^ + -^ + ... + ^ 
w w^ vor to^ 

Runge, Theorie und Praxis der Reihen. 7 
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für einsetzt. Der Fehler dieses Näherungswertes ist 

W — z ^ 

z'' 1 



»— 1 



t«?** IV — z 

Damit erhalt man für f(z) den Näherungswert 

J w J w- J W^ J t(f^ 

mit dem Fehler 

fJ^.iiXd.. 

Jw — z \wj 

Der Fehler wird mit wachsenden Werten von n beliebig 
klein, vorausgesetzt, daß z dem absoluten Betrage nach 
kleiner ist als w. 

Bei der Entwicklung nach Potenzen von t^z — Zo ist 
der n-te Näherungswert gleich 

f-t^dw+f-J^dwt 

Jw — Zq J(W Zo)^ 

^J (w — ZoY J (IV — ZoT 



mit dem Fehler 



Jw — Z \W — Zo/ 



Der Fehler wird mit wachsendem n beliebig klein, 
wenn t dem absoluten Betrage nach kleiner als w — Zq ist. 
Diese Entwicklung ist, wie schon oben bemerkt wurde, nichts 
anderes als die Taylorsche Reihe; denn aus der Diffe- 
rentiation des Cauchyschen Integrals nach z folgt 

f^-)(z)==1.2.3...afj—^}-^,dw. 
' ^ ' J(w — zY^^ 

Mithin kann der gefiindene Näherungswert in der Fonii 
geschrieben werden 



«..)+fw-«+a|i.<.+...+r5:r;^«- 



— 1 



Der Vorteil dieser Darstellung gegenüber derjenigen, 
die sich auf reelle Werte der Veränderlichen beschränkt, 
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liegt darin ^ daß die Geni^uigkeit der Näherang aus den 
Werten der Funktion selbst beurteilt werden kann^ während 
sonst die Genauigkeit des n-ten Näherungswertes nach den 
Werten der n-ten Ableitung beurteilt werden muß, deren 
Bildung manchmal eine beschwerliche Bechnung voraussetzt. 

Diese Methode , die Potenzreihen abzuleiten^ läßt sich 
erweitem auf die Ableitung anderer Darstellungen einer 
Funktion^ die sich in ähnlicher Weise auszeichnen wie die 
Potenzreihen und für manche Zwecke die Brauchbarkeit der 
Poteiizreihen übertreffen. 

Bei den Potenzreihen setzt man für lj(w — 0) eine ganze 
Funktion von als Näherungswert ein, deren Fehler für 
1^1 <|t<;| beUebig klein wird. Das heißt man hat inner- 
halb und w außerhalb eines um den Nullpunkt beschriebenen 
Kreises anzunehmen^ damit die Näherung brauchbar sei. 
Dadurdi wird dann auch der Konvergenzbereich der Potenz- 
reihe ein Kreis. Man kann nun in ähnlicher Weise für 
l/{w — 0) andere Näherungen finden, die ebenfalls ganze 
Funktionen von z sind, deren Fehler aber beUebig klein 
werden, wenn man innerhalb einer Ellipse mit vorge- 
geschriebenen Brennpunkten, «, dagegen außerUb der EU& 
annimmt. Es ergibt sich daraus eine Näherungsdarstellung 
für f(0), deren Konvergenzbereich eine Ellipse mit gegebenen 
Brennpunkten ist, was, wie wir sehen werden, für gewisse 
Zwecke von Bedeutung ist. 

Setzt man 

so wird der Bing der in der ^Ebene zwischen den beiden 
Kreisen mit den Radien a und a~^ liegt in der ;8?-Ebene 
auf die Fläche einer Ellipse mit den Brennpunkten ^ = + 1 
abgebildet, und zwar entsprechen jedem Punkte der Ellipse 
zwei Punkte des Kreisringes mit Ausnahme der Brenn- 
punkte = ±1. 

Man sieht das am besten ein, indem man t = e**'^'* ein- 
setzt, dann wird 



e!^.€^^ + e-'*.e-''* c** + c-«* e'—e" 



u 



0=x+yt= — ^ = — — cost;H — smt;.^ 

oder X = ffijpf w cosv 

y = $mu sinv . 

7* 
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Jedem Wert von u entspricht in der ^Ebene ein Kreis 
vom Radius e^, der einmal durchlaufen wird^ wenn man v 
die Werte bis 2jr annehmen läßt. In der jer-£bene ent- 
spricht diesen Werten von u und v eine Ellipse mit den 
Haupthalbachsen ^o\u und $xxtu. Da (ffjopw — Bm^u=l 
ist, so liegen die Brennpunkte bei j8f= + l und = — !• 
Die Ellipse wird einmal durchlaufen, wenn v die Werte 
bis 2 TT annimmt. Für entgegengesetzte Werte von u erhält 
man dieselbe Ellipse und für u^^O entartet die Ellipse in 
das Stück der Abszissenachse zwischen -f 1 und — 1, das 
für 17 = bis 2n hin und her durchlaufen wird. Für die 
äußerste Ellipse hat man die beiden äußersten Werte u und 
— u, denen in der ^Ebene die Kreise mit den Radien 
a = ^ und a~^ = «~" entsprechen. 

Bezeichnet nun w einen Punkt der ;s;-Ebene außerhalb 
dieser äußersten Ellipse, so entsprechen ihm in der ^Ebene 
zwei Punkte, von denen der eine innerhalb des kleineren 
Kreises vom Radius a, der andere außerhalb des größeren 
Kreises vom Radius a"~^ liegt. Seien t und t""^ diese 
beiden Werte von ^, wo |t| <a |T~^|>a~^, so ist 

1 ^ 2 T 1 T-^ 1 

W ü 2W t t~^ W — T t T W T~^ t T~^' 

Wir entwickeln nun nach negativen Potenzen 

von t und ^ nach positiven Potenzen von t Dann 

müssen beide Entwicklungen für ci,^\'t\^o,~^ konvergieren. 

1 T 



W — IS 1 — wx 



(l + xH + x^^+...) 



H ^—{t-^ + Tt-^ + xH-^ + .,) 

Wenn wir die Entwicklung abbrechen, so ergibt sich 
für —^ ein Näherungswert 



w 

X 



1 — wx 



(1 + T^ + T«^8 ^ . . . + T"- 1^-J) 



W T ^ 
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mit dem Fehler 

1 T»»^ 1 !*»<-♦» 

+ 



j— 1 — ^ 1 — -et IC — T 1 — rt~^ 

Wenn man t mit i~^ vertauscht, so muß die Entwick- 
lung ungeändert bleiben, wie aus der Form 

2 

unmittelbar erhellt. Daher müssen die Koeffizienten von ^ 
und t~^ einander gleich sein. Wir können demnach den 

Näherungswert von in der Form schreiben: 

* W — fS 

— ^(l+r(^+^-0+rM<«+^--*)+...+r«-M^-^ + ^-"+')) 
oder da 



1 WT w — T 

auch 

-^ (l +r (^+^-0+t2 (^2_^^-«) + . . . +T— U^'—'+^-^+O) 
und der Fehler kann auf die Form gebracht werden 

w;— ^\1— T< "^ 1— T^-V ~ W — r 1 — t(^ + <-i) + t2 ' 

Der Fehler wird für hinreichend grofie Werte von n 
in dem ganzen Ringe «^ | ^ I ^^~^ beliebig kleia, da hier so- 
wohl xt wie xt~^ dem absoluten Betrage nach kleiner als 1 ist. 

Nun kann man den Näherungswert als ganze rationale 
Funktion von e ausdrücken. 

Man schreibt zu dem Ende 



Dann ist 



r — = a), wo oß = z^ — 1. 






_,^ t+t-^ t—t-' 



= fS — (O , 
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Mithin 

ici^t-'^ = {0+(oY+{z — (oy. 

Entwickelt man auf der rechten Seite die beiden Po- 
tenzen nach dem binomischen Satz^ so heben sich die un- 
geraden Potenzen von weg und man erhalt 

1. ffir gerade Werte von a 

. ö a — 1 a — 2a — 3 .,„ -.x«. ./« -vi« 

+ j • -^ 3— • —^ ««-*(«* — lf + ... + i3*— 1)"'^ 

2. für ungerade Werte von a 

^-^— = «»+".- V-*a»-l) + ... + a.Ä(«2 — l) » • 

Der Kürze wegen schreiben wir für die rechte Seite Z«, 
so daß 

i^ + t— ^ 

2~"^^«- 

und haben dann für den Näherungswert 

w — z 



W — T 



Setzen wir diesen Näherungswert in das Cauchysche 
Integral 

^ ' 2mJ w — IS 

das wir uns über den Rand eines beliebigen Gebietes er- 
streckt denken^ das die Punkte — 1 und -|- 1 und ihre 
gerade Verbindungslinie umschließt, so erhalten wir für f{0) 
den Näherungswert 

1 f f(w) , 1 f^fi^)^ ry 

^ ^^ 2niJ W — T nlJ w — r 

1 Cx^fiw) , „ 1 Tr^-i/'M, 

mj W T TltJ W T 

dabei ist x-\-t—^ = 2w, also x = w +y«^^ — 1 . Das Wurzel- 
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zeichen ist so zu definieren^ daß der absolute Betrag von t 
kleiner als 1 ist. Für alle Werte von Zy die dem Innern 
oder dem Bande einer Ellipse mit den Brennpunkten 4:^ 
angehören^ ist der Fehler des Näherungswertes för hin- 
reichend große Werte von n beliebig klein unter der Voraus- 
setzung^ daß die Ellipse ganz im Innern des Gebietes liegt^ 
über das das Integral erstreckt ist. 

Folglich wird der Konvergenzbereich, wenn er nicht 
die ganze Ebene umfaßt, aus einer Ellipse bestehen, die die 
Punkte ^1 ZM Brennpunkten hat und auf deren Bande 
mindestens ein Punkt liegt, in dessen Umgebung sich die 
Funktion nicht mehr regulär verhält. 

Der Näherungswert gn {z) ist eine ganze rationale Funk- 
tion von s vom n — 1-ten Grade. Die Integrale 

^ dw 



fr-fit 
J 'w~— 



sind von dem Gebiet, über dessen Band sie erstreckt werden, 
unabhängig, solange das Gebiet nur die beiden Punkte + 1 
und ihre gerade Verbindungslinie umfaßt und f[z) in seinem 
Innern regulär ist. 

Daher können wir zur Berechnung dieser Integrale das 
Gebiet um die Verbindungslinie der beiden Punkte +1 
soweit zusammenziehen, wie wir nur wollen. Lassen wir 
das Gebiet in die Verbindungslinie selbst übergehen, so 
muß w von — 1 bis + 1 ^^^ wieder zurück zu — 1 laufen. 
Die Größe t durchläuft dabei einen Kreis vom Badius 1 
von — 1 über +i, +1, — i und zurück zu — 1. Denn 
wir hatten t gleich dem absolut kleineren der beiden Werte 
in der ^Ebene gesetzt. Wenn also 

w? = ffljO f w cos V + Sttl u&mvi 
gesetzt wird, so muß, wenn u positiv gewählt wird, 

gesetzt werden. Soll w die Verbindungslinie der Punkte + 1 
im positiven Sinne umkreisen, so haben wir bei positivem u 
die Größe v von — n bis -\-7i laufen zu lassen. Für w = 
wird dann 
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T = 


6-^'S 




w = 


cosv 




w — 


T — sin t; • i 




dw = 


— sint; 


dv 


1 

v 


ft^f{w)dw 

' W — T 


1 


je «*'^ 


/*(co8 1;) 


'd 


Arn 


. 




4-^ 







= — / cos(ai;)/"(co8t?)dt? / 8ia(av)f{co8v)dv. 



— jt — jt 



Der imaginäre Teil des Integrals ist Null, weil 8in(av)/(co8r) 
für entgegengesetzte Werte von v ebenfalls entgegengesetzte 
Werte annimmt. 

Somit wird also der Näherungswert flfn(^) 

1 r 1 f 

g^ (z\ = — — / /"(cos v)dv + — I cos V /"(cos v)dV' Zi + ... 

£t7tj 71 J 

— 71 31 



— / cos (n — l)v 



+ — I cos (n — l)v /"(cos 1?) d«; • Zn^i . 



— jr 



Für reelle Werte von 2, die zwischen — 1 und +1 liegen, 

kann man setzen 

P -\- ^~"" 
^ = e^*, = oos(p, Za = s — = cos(a9?). 

Da cos(av)/(cost;) für entgegengesetzte Werte von v den- 
selben Wert bat, so kann man auch schreiben 

I cos (a v) /"(cos v)dv = 2 1 cos (a v) / (cos v) dv , 

— TT 

oder auch 



+1 



— 1 



1/^2—1 



Auf diese Weise wird also eine Funktion f(0) in eine 
unendliche Reihe von der Form 

«0 + tti Zi + «2 ^2 + • • • 
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entwickelt^ wo Z^y Z^... bestimmte ganze Funktionen von z 
sind. Z^ ist vom ersten Grade, Z^ vom zweiten usw. Die 
Konstanten üq, %, ag... können aus den Werten der Funk- 
tion längs der Strecke — 1 bis +1 berechnet werden. 
Wenn f(ß) längs dieser Strecke regulär ist, so konvergiert 
die Entwicklung gleichmäßig in einem Gebiet, das diese 
Strecke jedenfalls umschließt. 

Man bemerke, daß sich diese Entwicklung hierdurch 
vor der Entwicklung nach Potenzen von z vorteilhaft aus- 
zeichnet. Denn die Entwicklung nach Potenzen braucht 
keineswegs längs der ganzen Strecke — 1 bis + 1 zu kon- 
vergieren, wenn auch fi^z) sich längs der ganzen Strecke 
regulär verhält. In solchen Fällen wird daher die Ent- 
wicklung nach Potenzen von z unbrauchbar, sobald man 
Näherungen haben will, die für die ganze Strecke gelten. 

Ein Beispiel mag dies in ein helleres Licht setzen. Es 
möge die Funktion 

m^ + z^ 

entwickelt werden. Statt die Koeffizienten ao, %, a^... 
durch die Integrale zu berechnen, setzen wir lieber 

1 % 1 i 1 



m2 + ;8f2 2m mi — z 2m m% + z 

1 
und wenden die Entwicklung an, die wir oben für 

gegeben haben 



w — z w 
Setzen wir 



x^[m — ym^ + l) i 
wo m positiv vorausgesetzt ist, so wird 

w=^ — ^ — = mi w — T = ymM-lt 
und mithin 

-A— = ^=i=-r (1 - ^ (< + <-') + ^* (<' + «-*) + •••) • 
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Daraus erhalten wir durch Addition und Multiplikation 

mit i/2m 

m^ + z^ m\m^ + 1 ^ ' 

oder, wenn 5^ = 0089? gesetzt wird und ^m'^ -\- 1 — m mit x 
bezeichnet wird 

1 2 

(^ — x^ co^2(p + x^ QO^Acp — ...). 



m^ + z^ mym2 + l 

Hier kann man für cos 2 99, cos 4 97... natürlich auch 
die ganzen Funktionen einsetzen 

C0S2 9?==2;8:2— 1 

cos49? = 8.e'i — 8;?2 + l 

usw. 

Der Fehler, den man begeht, wenn man die B^ihe an 
ii^gend einer SteUe abbricht, läßt sich für die Strecke ^ = -1 
bis + 1 durch den Vergleich mit einer geometrischen Keihe 
bequem angeben. Da ein Kosinus dem absoluten Werte 
nach nicht größer als 1 sein kann, so ist der Fehler des 
M-ten Näherungswertes der unendlichen Reihe nirgends 
größer als 

2 x«» 



m 



ym2 + l 1— ;«2 



So würden z. B. die ersten drei Glieder der Entwick- 
lung für m = 1 längs der ganzen Strecke z = — 1 bis +1 
nicht mehr als 

IfJilf "iL _ \1±_ \L ^ 0,0086 

2/2 — 2 f2 

von 

1 

l+;^2 

abweichen, während die ersten drei Glieder der Entwicklung 
nach Potenzen von z^^ 

^ =\^Z^2J^Z^ — Z^+... 



1+^2 
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zwar für sehr kleine Werte von z^^ eine gute Annäherung 
darbieten; aber für ^ = + 1 um nicht weniger als 0,5 von 
dem darzastellenden Werte abweichen. Diese Abweichung 
wird nicht geringer, wenn man mehr Glieder hinzunimmt, 
weil bei jg? = + 1 schon die Grenze des Konvergenzbereiches 
erreicht ist. Wohl aber erhalten wir in der ersten Ent- 
wicklung eine beliebig große Genauigkeit, wenn wir mehr 
und mehr Glieder hinzunehmen. 

Wenn m größer als 1 angenommen wird, so konvergiert 
zwar auch die Entwicklung nach Potenzen von z längs der 
ganzen Strecke z^ — \ bis +1. Aber wieder wird die 
größte Abweichung wesentlich kleiner, sobald man sich nicht 
auf sehr kleine Werte von z beschränkt, sondern die ganze 
Strecke z= — 1 bis +1 in Betracht zieht. 

So ist z. B. für m = 3 der Fehler der zweiten Näherung 
kleiner als 

2 ,(yiö-3)-^(yiü-./^ 

3/10 6^10 — 18 OyiÖ 

während der Fehler der zweiten Näherung in der Ent- 
wicklung 

1 1 z^ z^ 

9 + ^2-9 9I + 9S ••• 

größer als 1,23.10~^, d. h. mehr als siebenmal so groß ist. 

Will man eine Funktion (p{x) nicht in dem Intervall 
o; = - 1 bis + 1, sondern in irgend einem anderen IntervaU 
x^x^ bis X2 darstellen, so braucht man nur eine neue Ver- 
änderliche durch die Gleichung 

X-\ ~r~ Xa Xi% Xt 

einzuführen. Dadurch verwandelt sich (p(x) in eine Funk- 
tion f{z), die in dem Intervall z gleich — 1 bis + 1 dar- 
zustellen ist, auf die also die obigen Entwicklungen un- 
mittelbar angewendet werden können. 

Man kann allgemein sagen, daß es bei den Näberungs- 
darstellungen von Funktionen einer reellen Veränderlichen 
praktisch immer auf ein Intervall ankommt, in dem sich die 
Werte der Veränderlichen bewegen sollen. Von diesem 
Gesichtspunkte aus ist die Taylor sehe Reihe keine zweck- 
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maßige Darstellung. Denn bei ihr wird die Genauigkeit 
nur in unendlicher Nähe eines Punktes möglichst groß, 
während in jedem endlichen Intervall andere Darstellungen 
eine größere Genauigkeit ergeben. Die Entwicklung nach 
den Funktionen Z^=Zy Z^ = 20^ — 1 usw. ist dagegen in 
unmittelbarer Nähe des Wertes si=>0 weniger genau, als 
die Taylor sehe Entwicklung nach Potenzen von z; dafür 
aber wird längs der ganzen Strecke is = — 1 bis + 1 ^^^ 
besserer Anschluß erreicht und in gewissem Sinne kann 
man sogar sagen, es wird das Beste erreicht, was mög- 
lich ist. 

Stellt man nämlich an eine Näherungsdarstellung die 
Forderung möglichster Genauigkeit, so kann man diese For- 
derung in folgender Weise präzisieren: 

1. Die Näherung soll eine ganze rationale Funktion 
von vorgeschriebenem Grade sein. 

2. In einem gegebenen Intervalle soll der größte Fehler 
der Näherung kleiner sein als für jede andere ganze ratio- 
nale Funktion desselben Grades. 

Wir setzen die darzustellende Funktion als stetig in 
dem gegebenen Intervalle voraus und denken sie uns als 
Ordinate einer Kurve zur Abszisse gezeichnet. Sei z. B. die 
Kurve der darzustellenden Funktion eine Parabel, während 
die Näherung eine gerade Linie sein soll. Zwischen den 
Punkten Ä und B, Fig. 3, soll dann die Kurve durch eine 
gerade Linie ersetzt werden, so daß der ^ößte Ordinaten- 
unterschied zwischen der Geraden und der Parabel möglichst 
klein wird. Diese Forderung wird, wie man unmittelbar 
sieht, nicht durch irgend eine Tangente der Parabel erfüllt, 
auch nicht durch die Verbindungslinie AB. Vielmehr wird 
die beste Gerade die Parabel zwischen den Punkten A und B 
zweimal schneiden, so zwar, daß die größten Ordinaten- 
unterschiede nach der einen Seite der Geraden bei A und B, 
nach der anderen Seite in einem Punkte zwischen A und B 
liegen. Eine genauere Untersuchung zeigt, daß die beste 
Gerade diejenige ist, für welche diese drei größten Ordi- 
natenunterschiede einander gleich sind. Sind sie nämlich 
nicht einander gleich, so kann man durch Verschiebung 
der Geraden die kleinste dieser drei größten Ordinaten- 
unterschiede oder auch die beiden kleinsten auf Kosten der 
größten oder der beiden größten vergrößern. Wenn dagegen 
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alle drei^ absolut genommen^ einander gleich sind, so ist die 
beste Lage erreicht Denn bei jeder Drehung oder Parallel- 
verschiebung würde mindestens eine der drei größten Ab- 
weichungen größer werden. 

Wir denken uns nun den Nullpunkt der Abszissen so 
verschoben^ daß die Punkte A und B entgegengesetzte Ab- 
szissen erhalten und zugleich die Längeneinheit so gewählt^ 
daß die beiden Abszissen + 1 und — 1 werden. Die Or- 
dinate der Parabel, deren Achse wir der Ordinatenachse 




Figur 8. 

parallel voraussetzen, ist eine ganze Funktion zweiten Grades 
der Abscisse z. Wird sie nach den Funktionen Z^, Z^ ent- 
wickelt, so erhält sie die Form 

tto + «1 -Z'i + «2 ^2 • 

Die ersten beiden Glieder dieser Entwicklung bilden 
eine Näherung, die durch eine gerade Lioie dargestellt wird, 
und es läßt sich zeigen, daß diese gerade Linie eben jene 
ist, die sich der Parabel am besten anschmiegt. Denn der 
Ordinatenunterschied der Parabel und der Geraden ist gleich 

«2 -^Tg = ttg cos{2 9p) , jgf = COS9? 

und wird daher für z = 0[cp = 7i/2) gleich — ag, für z = + l 
(q) = 0,7t) gleich +ö^« 

Wenn die gegebene Kurve zwar keine Parabel ist, aber 
in der Entwicklung 

tto + «1 ^1 + ttg Z2 + «8 ^3 + • • • 

die Glieder a^Zg^ . .. gegen a^ vernachlässigt werden dürfen, 
SO können wir auch sagen, daß die ersten beiden Glieder 
ÜQ + «1 Zi die Ordinate einer Geraden darstellen, welche in 
dem Intervall z= — 1 bis + 1 die gegebene Kurve mit einer 
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geringeren größten Abweichung darstellt als jede andere 
Grerade. 

In analoger Weise läßt sich zeigen , daß die Parabel 
zweiten Grades 

«0 + «1 2^ + Og Zg 

unter allen Parabeln zweiten Grades, deren Achse der 
Ordinatenachse parallel ist, in dem Intervall z = — 1 bis + 1 
am wenigsten von der Parabel dritten Grades 

«0 + «1 ^1 + «2 ^2 + % ^S 

abweicht. Denn der Ordinatenunterschied ist gleich «g Z^ , 
und wenn = cos 99 gesetzt wird, so ist 

a^ Z^ = a^ cos 3 q) . 

Dies erhält seine äußersten Werte +03 an den vier Stellen 
des Intervalls, die den Winkeln 9? = 0, :t/3, 2jr/3, n ent- 
sprechen. Die Gleichheit des absoluten Betrages der vier 
fiTÖßten Unterschiede ist aber die Bedin&cuno:, welche die 
beste Parabel erfüllen muß. Denn wären die vier Unter- 
schiede dem absoluten Betrage nach nicht gleich oder wäre 
die Zahl der größten Unterschiede geringer als vier, so 
könnte man durch passende Veränderung der drei Kon- 
stanten der Parabel die kleineren unter diesen Größen auf 
Kosten der größten vergrößern und somit den Anschluß der 
Parabel verbessern. Für eine beliebige Kurve kann man 
dann wieder sagen, wenn in der Entwicklung 

% + a^Z^ + a^Z^-]-a^Z^-\-a^Z^ + ,.. 

die Glieder aj^Z^-\- ,,. gegen a^ vernachlässigt werden dürfen, 
daß die Parabel, deren Ordinate 

% + ^1 -^1 + ^2 ^2 

ist, von allen Parabeln mit paralleler Achse die gegebene 
Kurve in dem Intervall z= — 1 bis ^=+1 mit der ge- 
ringsten Abweichung darstellt. 

Derselbe Schluß läßt sich in derselben Weise auf eine 
beliebige Anzahl von Gliedern ausdehnen. Die Parabel 
n — 1-ten Grades, deren Ordinate gleich 

^0 + ^1 -^1 + ^2 ^2 + • • • + ^w— 1 ^« — 1 

ist, unterscheidet sich in den Ordinaten von der gegebenen 
Kurve um die Größe 
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ttn Zn + On + l ^n-\-l +• • • 

Wenn wir diese Größe als im wesentlichen durch 

wiedergegeben annehmen können , so schwankt also der 
Ordinatenunterschied in dem Intervall z = —'l bis + 1 zwischen 
+ a,» und — a» hin und her.* Die Kurve wird dabei n-mal 
von der Parabel w — 1-ten Grades geschnitten und an w + 1 
Stellen wird der größte Ordinatenunterschied a« erreicht. 
Daraus folgt dann, daß die Ordinate der Parabel n — 1-ten 
Grades in dem Intervall ;ef = — 1 bis +1 von der Ordinate 
der Kurve weniger sich unterscheidet, als die Ordinate jeder 
anderen Parabel n — 1-ten Grades mit paralleler Achse. 

Durch die Vernachlässigung der Glieder höherer Ord- 
nung ist die Minimumsaufgabe zwar nicht völlig exakt ge- 
löst; aber es ist zu berücksichtigen, daß es für die praktisdie 
Anwendung im allgemeinen imwesentlich ist, ob man genau 
die beste Parabel hat. Es genügt, wenn der Anschluß, den 
man erreicht hat, nicht mehr wesentlich verbessert werden kann. 

Die Lösung der exakten Minimumsau^abe hängt jedes- 
mal von der Besonderheit der gegebenen Funktion ab und 
läßt sich in einzelnen Fällen wohl mit Vorteil durchführen. 

Hier aber haben wir eine einfache allgemein gültige 
Methode der Entwicklung, die im großen Ganzen die über- 
legenere sein wird. 

Die Entwicklung einer ganzen rationalen Funktion nach 
den Funktionen Z^, Z^y ... wird im allgemeinen am besten 
so auszuführen sein, daß man die einzelnen Potenzen von z 
entwickelt und einsetzt. Es ist 



cos*» 9? = — 2 cos(a q))-\-a.2 cos(a — 2)<p 



H 9 • 2 cos(a — 4) 9? + . . . 

Die rechte Seite hört, je nachdem a gerade oder ungerade 
ist, mit einem von cp unabhängigen Gliede 

a.a — 1 ...«-}- 1 
1 ^ 



2« a 

1.2...^ 



o 
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auf oder mit einem den Faktor cos 93 enthaltenden. So wird 
also 

er =Zi 

z^ = i[2Z, + 3.2Z,] 
z^=^[2Z^ + 4:.2Z^ + 6] usw. 

Dieselbe Methode läßt sich auch anwenden^ wenn eine Funk- 
tion als unendliche Reihe nach Potenzen von entwickelt 
ist. Nur werden dann die Koeffizienten der Entwicklung 

tto + «1 Zi + Og ^2 + . . . 

unendliche Reihen. Unter Umständen kann es zweckmäßiger 
seiu; die oben gegebenen Integrale zur Berechnung der 
Koeffizienten zu benutzen. 

Wenn man = cosq) setzt und 99 als die unabhängige 
Veränderliche betrachtet^ so ist die Entwicklung 

tto + Ol Zi + «2 Zg + . . . 

ein spezieller Fall einer Fourierschen Reihe, die wir unten 
näher besprechen werden. Dort werden auch zweckmäßige 
Methoden gegeben, um die Koeffizienten Aq, o^ ... zu be- 
rechnen. 
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Eine andere zweckmäßige Art der Reihenentwicklung^ 
die ebenfalls dazu dient, eine Funktion in einem gegebenen 
Intervall darzustellen, geht von einer anderen Au%abe aus. 

Es sei in dem Intervall x= — 1 bis +1 eine Funk- 
tion f{x) gegeben. Man sucht als Näherung eine ganze 
rationale Funktion n-ten Grades 

9n{oc) = ho + biX + .. . + bnaf' 

von der Art, daß das Quadrat des Fehlers 

f{^) — 9n{o(i) 

im Mittel möglichst klein werde, d. h. also, daß 



l(f(^) - 9n («) 



\\ (fix) - g,{x)Y dx 

— 1 
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ein Minimum werde. Man kann dann ebenfalls im gewissen 
Sinne gn{^) die beste Annäherung dieses Grades nennen^ 
wenn auch die Güte der Annäherung hier anders beurteilt 
worden ist; als in dem vorigen Paragraphen. In dem vorigen 
Paragraphen wurde Wert darauf gelegt, die äußersten Fehler 
möglichst gering zu machen. Hier dagegen kommt es auf 
die durchschnittliche Abweichung an. Das ist nicht das- 
selbe. Denn längs eines sehr kleinen Stückes könnte die 
äußerste Abweichung erheblich werden, ohne das durch- 
schnittliche Fehlerquadrat wesentlich zu vergrößern. 

Die Bedingungen des Minimums verlangen, daß die Ab- 
leitungen des Integrals nach 6©^ *i««-^n verschwinden. 

jx!^{f{x) — gn{x))dx^Q (a = 0, l...w) 
—1 

Das sind n + 1 Gleichungen ersten Grades für die Un- 
bekannten &o, \ ... hny aus denen sie berechnet werden 
können. 

Um diese Gleichungen in übersichtlicher Weise für be- 
liebige Funktionen f{x) zu lösen, ist es gut, zuerst eine 
speziellere Aufgabe auszuführen. 

Es soll f(x) in dem ganzen Intervall ä; = — 1 bis +1 
Null .sein, und es soll demnach eine ganze Funktion n-ten 
Grades ermittelt werden 

JLf^ = Cq~YO^X -\-C2X + . . . "r Cm 3(?^y 

mit vorgeschriebenem Koeffizienten Cn == 1 der höchsten 
Potenz, so daß das mittlere Fehlerquadrat 

^iJxUx 

—1 

möglichst klein wird. Die Bedingungen des Minimums 
liefern die n Gleichungen 

+ 1 
ij^fon^Xndx^O (a = 0, l...n^l). 

—1 
Man erhält z. B. für n = l nur eine Gleichung: 

c^ = also Xi=^x. 

Runge, Theorie und Praxis der Reihen. 8 
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Für n = 2 hat man zwei Gleidumgen: 

Co + V8=0 

also Xj = — */s + Ä?* . 

Für n»3 hat man drei Gleichimgen: 

Vs^i + Vs-O 

also ^ = — ^/\x + x^. 

Für n = 4 hat man vier Gleichmigen: 

C0+V8^ + V5=0 

V8^+ 75^8 = 

Vs^o + ^/sC^ + Vt^O 
Vs^ + Vt^^O 

also ^ = 8/35 — 6/7^^ + ^* 

usw. 

Man erkennt durch die Bildung der Gleichungen^ daß 
die Funktionen X^, X^,... abwechselnd nur ungerade und 
nur gerade Potenzen von x enthalten. Die Potenzen x, x^, 
x^... können offenbar auch linear durch X^, X^, X^f.., 
ausgedrückt werden. So ist z. B.: 

x^^% + X^ 
x^=%X^+Xs 
x^^^U + ^l,X^ + X^ 
usw. 

Man kann daher auch jede ganze rationale Funktion 
n-ten Grades von x als lineare Funktion von X^ ^ • . . ^ 
mit konstanten Koeffizienten schreiben. 

Die Gleichungen^ aus denen die Koeffizienten der Funk- 
tion X^ gefunden werden: 

}l^jx^Xndx = (a = 0, l...n— 1) 
— i 
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kann man auch so ausdrücken^ daß man sagt, es ist 

jy(x)Xndx = 0, 
—1 

sobald y(x) eine ganze rationale Funktion von niedrigerem 
als dem 9^>ten Gi^e ist. Da nun auch X^, X^f...Xn-.i 
solche ganze rationale Funktionen sind, so ist 

IXaXndx = für a^Cn 
oder^ noch allgemeiner ausgedrückt^ es ist 

IXaXßdx = 0, 
-1 

sobald a und ß voneinander verschieden sind; denn für die 
größere der beiden Zahlen können wir ja n gesetzt denken. 
Kehren wir nun zu der ersten allgemeineren Aufgabe 
zurück^ die ganze Funktion Qn {x) vom n-ten Grade zu finden, 
für welche 

{(f{^)-9n{x)ydx 
—1 

mißlichst klein wird, so können wir uns 9n(^) als lineare 
Funktion von X^, X^,..,Xn ausgedrückt denken und 
schreiben: 

WO die Konstanten Uq, a^, . . .an durch die Minimums- 

jXa{f{x)—gn{x))dx==0 (a = 0, 1, 2,...n) 
-1 

'ZU bestimmen sind. Setzen wir hier für Qnix) seinen Aus- 
druck ein und beachten, daß 

jXaXßdx = für a^ß, 
—1 

so gehen die Minimumsbedingungen über in: 

8* 
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+1- : , +1 . . 

fXaf(x)dx — aafXaXadx = 0, (o = 0, 1, 2, . . . n), 
—1 —l 

so daß aus jeder dieser Gleichang je eine der Unbekannten 
aQyOi^^^.iin gewonnen wird. 

Der Koeffizient a« hangt also nicht von dem Grade 
der Käherüngsfunktion gn{x) sb, sondern ist durch die Werte 
von f{x) in dem Intervall x= — 1 bis +1 allein schon 
bestimmt. Oder mit anderen Worten^ es ist 

ao + OiXi 

diejenige Funktion ersten Grades, welche in dem Intervall 
x = — 1 bis +1 das mittlere Fehlerquadrat möglichst klein 
macht; es ist 

aQ + aiXi + a2X2 

diejenige Funktion zweiten Grades, welche in demselben 
Intervall das mittlere Fehlerquadrat möglichst klein macht usw, 
Laßt man n größer und größer werden, so ergibt sich 
also för f(x) eine Reihenentwicklung 

/"(a?) = «0 + «1^1 + «2^ + • • -^ 

in der X^ , Xg , . . . bekannte Funktionen bedeuten und Oq , a^ , . . . 
Zahlwerte sind, die aus den Werten der Funktion f(x) in 
dem Intervall x = — 1 bis +1 berechnet werden. Jeder 
Näherungswert dieser Beihe macht das mittlere Fehlerquadrat 
von allen ganzai rationalen Naherungsfunktionen so klein 
wie möglich. 

Um den vollen Vorteil aus dieser Art der Darstellung 
zu ziehen, muß man die Eigenschaften der Funktionen 
Xi, X},... etwas näher kennen lernen. Zu dem Ende ist 
es gut, sie noch auf eine andere Art zu definieren, worauf 
die folgende Abschweifung uns föhren wird. 

Es ist 



jfx 



dx ^jii^i — ^ — i^2 — ^ 



ya?! — X .y^jg — X \]/xi — X + y^cg — x, 

also . 

+1 

dx ^7 ya?i~i-ya;g-i ya?i+i+y^+i ^ 

y^i-a; . ix^-x X^x^-l+ix^-l ^x^ + l-ix^+t 
— 1 



+1 
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Wenn wir nun hierin 



setzen^ so ist 






ya?! — 1 — ya;2 — 1 _ j^ + 1 

•y^i + 1 — yajg + 1 ySv— 1 

ya?i + l + ya;2 + l ^ y^ + l 

ya?i — 1 + yÄJa — 1 y«it; — i 



dx jf^fuv + iy 



U'\-U' 



1 i/ü + t;— ^ VV«»— 1 



da; 1 y/yüv+lV 



yf*2_2Ä;w+l-yi;2 — 2irt? + l 2ywt; yy^t? — 1 

Aus dieser Gleichung kann man eine Folgerung ziehen, die 
uns einen Einblick in die Eigenschaften der Funktionen 
Xi, X^, ... gewährt. 

Denkt man sich nämlich 

1 



yw2 — 2a;w+l 

nach steigenden Potenzen von u entwickelt, so werden die 
Koeffizienten ganze rationale Funktionen von a, die wir mit 
Pi , Pg , ... bezeichnen wollen. 

■}lu^ — 2xu+l 

Da X nur in der Verbindung xu vorkommt, so muß jede 
Potenz von x mit einer mindestens gleich hohen Potenz 
von u multipliziert sein. Folglich kann P^ keine höhere 
Potenz von x enthalten als die erste, Pg keine höhere als 
die zweite usw. 
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In derselben Weise ist 



Setzt man nun diese beiden Entwicklungen in das obige 
Integral ein, so wird 

r ^""^ TfPaPßdXU-vß 



-1 «''^^1 



Die Yergleichung der Glieder in u und v liefert uns die 
Gleichungen 

+1 

fPaPßdx^O für a:^ß 



— 1 

+1 



2a + l 



1 

Die ersten dieser Gleichungen sind dieselben^ die wir für 
die Funktionen X^ ^2 . . . gefunden hatten, 

fXaXßdx = für a:^ß. 
—1 

Daraus laßt sich beweisen, daß die Funktionen P« sich 
von den Funktionen Xa nur um konstante Faktoren unter- 
scheiden. Ehe wir das zeigen, wollen wir aber noch die 
Bildung der Funktion P^ näher untersuchen. 

Setzen vrir 2x^t + t~^, so wird: 

1 1 

yw2 — 2a;w + l~yi— ^w.yi — ^-^w' 

Nun ist: 



yi — ^"w 

1 
yi— ^-% 



= l+i^~ite + |.f^-«w2 + i.f.|<~8u8 + ... 
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Multiplizieren wir diese beiden Beihen miteinander, so er- 
gibt sich far den Koeffizienten von u^ der Ausdruck: 

Oben wurde gezeigt^ wie die Ausdrücke t^ + t"^ sich 
als ganze Funktionen von x ausdrücken lassen 



a? = 



2 



ya:» — 1 = 

daher 

t = x + ^x^ — l, <-i«a: — ya;2 — 1, 

tn+t-'' = (x + ix^ — ir+ix—p^ — lf. 

Wir können daher auch P« als ganze Funktion von x 
ausdrücken. Hier soll aber nur darauf hingewiesen werden, 
daß i^ + t'^*^ nur gerade oder nur ungerade Potenzen von x 
enthält, je nachdem n gerade oder ungerade ist, und daß 
daher auch Pa nur gerade oder ungerade Potenzen von x 
enthält, je nachdem a gerade oder ungerade ist Femer 
läßt sich der Koeffizient der höchsten Potenz von x in Pa 
aus dem obigen Ausdruck bestimmen. Entwickeln wir 
nämlich ^ + ^""** nach fallenden Potenzen von x, indem wir 
schreiben 

(x+i^^^^T==x*'.{i+yi-ilx^^r=^x''(2—ix-^+...T 
(x-^x^ —iT = x"" '{1 -p—iix^T == x"" i+ix'^ — ...y , 

so zeigt sich unmittelbar, daß ^* + <— ** mit dem Gliede 2**x^ 
anfängt. Daher ist das Glied von P«, welches die höchste 
Potenz von x enthält: 

Da hiemach Pn vom n-ten Grade ist, so kann man af* 
auch als lineare Funktion von P^^ P2 • . . P»» ausdrücken, und 
mithin kann man jede ganze rationale Funktion g^ (x) vom 
n-ten Grade als lineare Funktion von PiP2.,.Ph ausdrücken. 

gn{x)^Co + CiP^+C2P2 + ... + CnPn. 
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Um die KoefiOzienten c^^y c^ ••• ^» zu finden, hat noan 
nur mit P« zu multiplizieren und über x = — 1 bis +1 zu 
integrieren: 

4-1+1 

J9n{x)Padx^SJPaPßdx*Cß /5 = 0, 1, . . . W 



^-1 



Cfb", 



n 



h 



2a + l ^ 
Für Werte von a, die großer als n sind, ist 

gn(x)Padx = Q, 
—1 

ebenso wie wir oben fanden, daß für a > w 

+ 1 

jgn{x)Xadx = 
—1 

war. Daraus ergibt sich, daß- 

XaPßdx^O 
—1 

ist, außer für a = ß. Denn entweder ist ap- ß oder ß>a 
und in beiden Fällen verschwindet das Integral. 

Wenn man daher Xn als lineare Funktion von P^, 
Pj ... P„ darstellt 

JLn = ^0 I ^1 -M. I ^2 -^2 "T" • • • "T" ^n J^n y 

SO ist 

4-1 

XnPadx=-^——r''Ca='0 für a <n . 

—1 
Das heißt, es ist 

Den Wert von c„ bestimmt man am besten aus der Be- 
merkung, daß der Koeffizient von x^ in X» gleich 1 in Pn 
gleich 



4- 



2n — 1 

2n 

ist, und daß mithin 



i-f-i---i^-2» 



-1 
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2m 



•n 



Wir haben auf diese Weise die oben gefundenen Fonk- 
tionen X^X,,.. auf die Koeffizienten der Entwicklung von 

1 



Vi*» — 2a;i*+l 

nach steigenden Potenzen von u zurückgeführt. Was wir 
von den Funktionen X^ X, . . . gefunden hatten^ können wir 
nun auf die Funktionen PiF^... übertragen. So ist also Pn 
unter allen ganzen rationiden Funktionen n-ten Grades^ die 
den gleichen Koeffizienten der höchsten Potenz besitzen, die- 
jenige, für welche 

Jlidx 



N 
— 1 



SO klein wie möglich wird. Dieser kleinste Wert ist gleich 

2/(2n+l). 

Ist f{x) eine beliebige Funktion, die zwischen a; = — 1 

bis + 1 definiert ist^ und sucht man eine ganze rationale 
Funktion gm((^) vom n-ten Grade, die sich in dem Intervall 
x = — 1 bis +1 möglichst gut an die Funktion f(x) an- 
schließt, in dem Sinne, daß die Abweichung zwischen f{x) 
und gni^) im Quadrat genommen, einen möglichst kleinen 
Mittelwert liefere, so findet man gn{x) als lineare Funktion 
vwi Pi, Pg ... P« 

9n(o^) = Co + Ci Pi +C2 Pa + . . . + c«P„ 

infolge der Minimumsbedingungen von 

f(f{^)-9n(x)ydx, 

—1 
indem man setzt 

4-1 +1 4-1 

lf(x) Pa dx^jgn {x) Pa dx = / P« P« dx-Ca^ 2än ' ^« • 
—1 —1 —1 

Es ergibt sich also Ca als unabhängig von dem Grade der 
Näherung. Mit steigenden Werten von n erhält man daher 
eine bestimmte Reihenentwicklung für f(x) 

f(x) = CQ + c^ Pi +«2 Pa + C3 J?3 + • --^ 
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bei der jeder Näherungswert die beste Darstellung von f(x) 
in dem oben angegebenen Sinne liefert^ die in dem Intervall 
unter ganzen rationalen Funktionen desselben Grades mög« 
lieh ist. 

Der Minimumswert tritt gut hervor^ wenn man statt gn(^) 
eine andere ganze rationale Funktion g. {x) setzt, indem man 
{?o in Co + yo> ^1 hl Ci + ^i usw. verwandelt. Entwickelt 
man nämlich 

j{f{x)—%[x)ydx 
—1 

nach Potenzen von y^y yi,... yny 90 fallen die linearen Glieder 
in yoyi"*yn uifolge der Minimumsbedingungen fort. Mit- 
hin bleiben nur die von ^o T'i • • • /» unabhängigen Glieder 
und die Glieder zweiter Ordnung. 

\Jif(<^) — 9n {x)y dx^ \\{f{x) - g^ {x))^ ix 
—1 —1 

-1 

Das zweite Integral der rechten Seite läßt sich so schreiben: 
i^f(yo + )'iPi + )'2i'8 + ... + y»-P«)-)'«P«<ia; (a = 0,l...«) 

— 1 

Nach den Eigenschaften der Funktionen P kann man dies 
umformen in 



a 2a + l 

Um diesen Betrag wird der Mittelwert des Fehlerquadrats 
größer^ wenn man die Koeffizienten Cq q . . . Ch um y^y yw» yn 
ändert. 

Auch der Minimumswert selbst läßt sich infolge der 
Eigenschaften der Funktionen P^ in einfacher Weise dar- 
stellen. Es ist 

^l^{f{(^)-9n{x)Ydx=^l^^^^ 
—1 —1 —1 —1 
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-ik 



— 1 

+ 1 



-i/o 

— 1 



c? 



(na=)yäx-z^^^. 



Das mittlere Fehlerquadrat ist mithin gleich der Differenz 
der mittleren Quadrate von f{x) und von 9n(^)- Dab 
mittlere Quadrat von gn (oc) ist . aus den Koeffizienten Cq, 
c^, ...Cn unmittelbar, zu berechnen. 

Nach Potenzen von x geordnet lassen sich die Funk- 
tionen PiP^... aus der Entwicklung 

yl — 2xu+u^ 

entnehmen^ wenn man nach Potenzen von u ordnet. So 
ergibt sich z. B. 

-?» = — |a? + fa;» 
p^^^ — x^x^ + ^x^ 
P^=i^x—^x^+^x^ 

Beispiel. Es soll eine ganze rationale Funktion von 
höchstens vierten Grade gefunden werden^ die in dem Inter- 
vall x=^ — 1 bis +1 die Funktion sin {n x) so gut wie 
möglich ersetzt 

Es ist 

j 8in{7i x) x^ d X =^ 
—1 

+1 

^mi(7tx)x^dx==-(l — Qjn^) 



I' 



n 
1 

ain(7ix)x^dx = 
— 1 
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I sia{7i x) X d X = 2/71 
—1 

+1 

jsm{7ix)dx = 0. 
—1 
Mithin: 

I Qm{7ix)P^dx = 
— 1 

1 sva{7i x) Pg dx = — ^j Bm{nx)xdx + ^j sm{7ix)x^dx 
—1 —1 —1 

= 2/:7r(l — 15/jr2) 

sin (:7r a?) Pg (ia? = / sin (7ix)Pidx = 2/jr . 

Polglich ist 

^0 = 0, Ci = 3/jr, C2=0, C3 = 7/7r(l — IS/jt^)^ ^4=0. 

Und damit ist die beste Annäherung an sin(jra;): 

31 71 a?— 7/?r (15/71* — 1) (5/2 a;3 — 3/2 a:), 

oder wenn man nach Potenzen von x ordnet und die 
Koeffisienten auf zwei Dezimalen abkürzt: 

2,69 o; — 2,89 a;8 . 
Das mittlere Fehlerquadrat ist nach dem obigen gleich 



/. 






^ / sin2 (tzx) da; — [^cJ + 4-c|] = 0,004 . 
—1 

Der mittlere Fehler, d. L die Quadratwurzel aus dem mitt- 
leren Fehlerquadrat, ist also immerhin noch etwa 0,06 
bis 0,07, aber zugleich wissen wir, daß unter allen ganzen 
rationalen Funktionen von nicht höherem als dem vierten 
Grade keine ist, die einen kleineren mittleren Fehler liefert. 
Die beiden ersten Glieder der Reihe 

sin {X7i) = 7ix — ji^/6 x^-\- ... 
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stellen in demselben Intervall eine viel schlechtere Nähe- 
rung für Bin{xji) ösx. Wir können den mittleren Fehler 
nach dem obigen überschlagen, wenn wir schreiben: . 

und die Differenzen zwischen den KoefiSzienten von P^ und 
Ps' und den eben berechneten Werten von q und c^ bilden^ 
Wir haben 

71 — Tt^jlO = q — 0,91 

— ;7r3/15=C8 — 0,91. 

Nach dem obigen ist also das mittlere Fehlerquadrat bei 
Tix — 71^16 x^ um 

i (0,91)^ + 1(0,91)* = 0,40 

größer, d. L etwa hundertmal größer als das mittlere Fehler- 
quadrat des Ausdrucks c^Pi+c^P^. 

Beispiel £s soll die beste Annäherung von nicht 
höherem als vierten Grade an smUlix) in dem IntervaU 
a? = — 1 bis +1 gefunden werden. 

Es ist: 

jBm[jil2x)x^dx=0 fsm{7i/2x)x^dx=^24:l7i^(l — S/jr*) 
—1 —1 

r t' P 

J8m{jil2x)x^dx = I8ia{7i/2x)xdx=8l7i^ j 6hi{7il 2 x)dx^=0 
— 1 —1 —1 

Mithin: 

+1 

j8in{jil2x)P^dx=0 
—1 

[sin (njiXjPadx^ — 12/^1» + 60/ji« (1 — 8/jr*) 

= — 48/71» (10/;r*—l) 

eia{7iJ2x)P2dx = \wa.{njix)Pidx = %jn^. 

-1 -1 

Die beste Annäherung ist also 

12/7r»Pi — 168/?t» (10/7t» — 1) P, 



J- 
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oder auf fünf Dezimalen abgekürzt 

1,21585 Pi — 0,22489 Pg . 

Dann ist 

c?/3+c;/7= 0,499992. 

Da nun der Mittelwert des Quadrats von sin (71/2^) in 
dem Intervall a; = — 1 bis +1 gleich Y2 ^^t, so wird das 
mittlere Fehlerquadrat gleich 

0,000008 

und damit der mittlere Fehler etwa gleich 

0,003 . 

Nach Potenzen von x geordnet haben wir 

1,553 ä: — 0,562 a;8 • 

Die Koeffizienten sind dabei auf drei Stellen abgekürzt, weU 
der mittlere Fehler mehrere Einheiten der dritten Stelle 
betragt. 

Wollte man sin (71/20;) dagegen in dem ganzen Intervall 
a:== — 1 bis +1 durch die ersten beiden Glieder der Tay- 
lor sehen Beihe 

2 ^ 48 ^ 

ersetzen, so wäre die durchschnittliche Genauigkeit erheblich 
geringer. 
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Eine andere Beihenentwicklung, die unter Umstanden 
mit Vorteil angewendet wird, ergibt sich bei der folgenden 
Betrachtung. Es sei f{x) eine Funktion einer reellen Ver- 
änderlichen Xy und wir wollen uns denken, daß f(x) als 
Ordinate zur Abszisse x angetragen werde. Um die so 
entstehende Kurve genähert darzustellen, kann man sie in 
einem kleinen Stücke in erster Annäherung durch eine Ge- 
rade ersetzen, und wir wollen die Gerade wählen, die die 
Punkte Xq^q und Xiy^ mit der Kurve gemein hat. So er- 
halten wir als ersten Näherungswert den Ausdruck für die 
Ordinate der Geraden: 
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wo % durch die Bedingung berechnet wird^ daß der 
Näherungswert für x^x^ den Wert y^ liefern soll 

"^^^ ^ _ yi— yp 

X^ Xq 

In zweiter Annäherung ersetzen wir die Kurve durch 
ein Parabel, deren Achse der ^- Achse parallel sein soll, so 
daß die Ordinate der Parabel eine ganze Funktion zweiten 
Grades von x ist, und wählen sie so, daß sie mit der Kurve 
außer den Punkten x^yQ, x^y^ noch einen dritten Punkt x^y^ 
gemein hat Damit erhalten wir als zweiten Näherungswert 
die Ordinate der Parabel 

wo m^ durch die Bedingung zu berechnen ist, daß der 
Näherungswert för a? = a?2 den Wert y^ liefern soll; denn 
die anderen beiden Bedingungen, daß er für x = Xq den 
Wert yo und iur x^x^ den Wert yi haben soll, sind schon 
durch den Ansatz des Näherungswertes erfüllt. Wird mit 
yi der Wert bezeichnet, den N^ für x = X2 annimmt, so 
wird demnach 

(a?2 — Xq) yX^ — X{^ 

In dritter Annäherung wird die Kurve durch eine 
Parabel dritten Grades ersetzt, deren Ordinate eine ganze 
Funktion dritten Grades ist und so bestimmt wird, daß die 
Parabel außer den drei Punkten x^y^^ ^i^i? ^2^2 ^o(^ einen 
vierten Punkt 0:3^3 mit der Kurve gemein hat. Der dritte 
Näherungswert ist dann 

+ m^(x — XQ)(x — x^){x — x^)j 
wo m^ aus der Bedingung gefunden wird: 

^_ ya— ys ^ 

\X^ -. Xq) (X^ X^ (a?3 X^) 

wenn yi den Wert des zweiten Näherungswertes bei x = x^ 
bedeutet 
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Fährt man in derselben Wdse fort, so werden N^^ N^y 
JV3 . . . dip Näherungswerte der Eeihe 

+ mQ(x — XQ){x — x^)(x — X2) + ... 

und es fragt sich nun, unter welchen Umständen die Reihe 
konvergiert. 

Der Fehler der w-ten Näherung 

f{x)-Nn{x) 

verschwindet nach dem Bildungsgesetz der Näherungswerte^ 
für x = XQy x^, ...Xtf Um den Fehler abzuschätzen, be- 
trachten wir den Ausdruck 

F{z) = f{z)-Nn{^)-if{x) -Nnix))^y 

wo (p{z) der Kürze halber für {0 — ^o){^ — Xi).,.(0 — Xn) 
geschrieben ist. F{z) verschwindet erstens für die n+1 
Werte z^Xq, x^ ... Xn; außerdem verschwindet es auch für 
0:=x. Wenn wir nun voraussetzen, daß die Ableitungen 
der Funktion f für die betrachteten Werte der Veränder- 
lichen stetig ist, so gilt dasselbe von den Ableitungen von. 
F{z). Nach dem Bolleschen Satz muß dann die erste Ab- 
leitung von F{is) zwischen je zwei Nullstellen von F{a) 
mindestens einmal verschwinden. Zwischen den w + 2 Wur- 
zeln von F(js) liegen daher n + 1 Wurzeln von F'{s)j 
zwischen diesen wieder n Wurzeln von F'' {z) u. s. f. Schließ- 
lich ergibt sich eine Wurzel von JF("+^)(;8?). Nun ist aber 
Nn (js) eine ganze rationale Funktion M-ten Grades, so daß 
der w + l-te Differentialquotient von Nn{p) verschwindet. 
Andererseits ist 9? (z) eine ganze rationale Funktion n + 1-ten 
Grades, deren w + l-ter Differentialquotient den konstanten 
Wert (w+1)! annimmt. Bezeichnen wir daher mit f die 
Wurzel von i^"+^)(;ef), so erhalten wir 

wo f einen Wert bedeutet, der zwischen den Werten rc, 
Xq , x^y ... Xf^ negc. 
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Die Konvergenz der Reihe 

+ Wg (^ — Xq) {x — Xi) (x — ajg) + . . . 

deren Näherungswerte die Größen N^j N^^.., sind^ ist auf 
die Frage zurückgeführt, ob ^ 

/^ I -j^Nj (^ ^o) (^ Xi)...{x x„) 

mit wachsendem n belieb% klein wird. 

In dem speziellen Fall, wo man alle Punkte Xf^y^, 
^1^19 ••• ^^ einen einzigen zusammeurücken läßt, geht die 
Reihe in die Taylorsche Reihe über und die Koeffizienten 

mi, m^, iWg ••• gehen über m rix^), gys ^y ... Der 
Fehler des Näherungswertes Nn [x) nimmt dann die Form an 

/Xn4-i)(f) 



(w + l)! 



(x-XoY+^, 



wo f zwischen a; und Xq liegt. Das Konvergenzkriterium 
ist hier also ganz ähnlich wie oben, es tritt nur {x — XqY"^^ 
an die Stelle des Produktes {x — Xq){x — Xx)...{x — a^n). 
Ein anderer spezieller Fall, der praktisch in Betracht 
kommt, ist der, wo die Größen XqXiX2 ... in gleichen Ab- 
ständen angenommen werden, und zwar ist der wichtigste 
Fall der, wo man setzt 

^1 = ^0 + * 
X^'^'Xq — tl 

Xg = Xq — P tt Ä 

x^ = XQ — 2h usw. 

-{-m^ix^ — x — h){x — x^{x — Xq +]%)'{-... 
+ W2n (^ — ^0 — nJi),,.{x — x^...(x — a?o + (n — 1) ä) , 

JV2n+i(a?) = j^o + %(^ — a^o) + ^(^ — ^0 — A)(^--^o) 
+ m^{x — XQ — 'h)[x — XQ){x — XQ + K) + ... 

+ W2n+i {po — ^0 — nh).,,{x — a^o) . . . {x — XQ + nK) . 

Runge, Theorie und Praxis der Reihen. 9 
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Die Koeffizienten m^^mg... lassen sich in diesem 
Fall durch ein einfaches Schema finden. 

Wir bezeichnen zu dem Zweck die Operation 

die mit irgend einer Funktion g {x) vorgenommen wird^ mit 
Ag(x) und die Operation 

mit dg(x). Dann ist 

A{x — p){x — p + h)(x — p + 2h)...{x — p + (X—l)h) 
= Xh{x—p + h)...(x—p + (X — 2)h)(x — p + (X — l)h) 

und 

d{x—p){X'-p + h){x—p + 2h)...{x—p + {X'-l)h) 
'=Xh{x—p){x—p + 2h)...{x—p + (X — 2)h), 

imd daher 

A N{x) =» Wi Ä + »«2 2h(x — XQ)+m^ 3h(x — Xq){x — Xq +h)+ . . . 

und 

d A N(x) = mg 2 . 1 . Ä2 + mg • 3 • 2 . A2 (ip — iPo) 
+ ^4 •4- 3 •Ä2(^ — Xq — h)(x — Xq) + ... 

AdAN{x) = d^'^Nx = ms'3'2'l'h^ 
+ m4 • 4 • 3 • 2 • Ä^ (a? — Xq) + ,.. usw. 

Für x = Xq fallen alle Glieder bis auf das erste fort und 
wir erhalten 

AN(Xo) dAN(xo) dA''N(Xo) 

nh f-. m, ^^, ^3 = ___^ußw. 

Die Berechnung läBt sich durch fortgesetzte Differenzen- 
bildung ausfuhren« Dabei ist zu bedenken^ daß die Werte 
von N^nix) für 

x = XQ — nhf XQ — in — Vjhj ,.,XQ...XQ + {n—l)liy x^ + nh 
und die von N^^j^i{x) für 

x = Xq — nhy Xq — (n — 1)ä, ...rCo---^o + (w + l)^ 

mit den Werten der gegebenen Funktionen f{x) überein- 
stimmen. -Bezeichnen wir f{xQ+Xh) mit yA und fix^-Xh) 
mit y—ji} so gestaltet sich die Rechnung so: 
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y-n 


^y-n 






, 


y-(»-i) 

• • • 

* • • 


■ • • 


* • • 


A^Ay (n 1) 

• • • 




• • * • 

y-i 

Vo 

yt 

m • • 

• • • 


• • • 

• • • 


• • • 

• • • 


• • • 

AtfAj/o 

• • • 


usw. 


• • • 

• • • 

y»-i 


• • • 
» • • 


• • • 

• • • 

dCüyn 1 


• • • 

• • • 

^^^yn 2 




y« 











Die fettgedruckten Glieder geben nach den obigen Formeln 
die Koeffizienten der gesuchten Entwicklung. 

Eine Anwendung iSnden diese Entwicklungen unter 
anderem bei der Differentiation empirischer Funktionen. Es 
seien eine Reihe äquidistanter Ordinaten einer empirischen 
Kurve durch Beobachtung gefunden, die den Abszissen 

Xq — nÄ, Xq — (n — \)h, ,..XQy,,.XQ-\'nh 

entsprechen. Es soll der Differentialquotient für die mittelste 
Abszisse berechnet werden. Wir denken uns zu dem Zweck 
die zu differenzierende Funktion durch den Näherungswert 
Nn{x) dargestellt, für den wir aus den beobachteten Ordi- 
naten die oben beschriebene Entwicklung finden. Differen- 
zieren wir diese Entwicklung und setzen x = XQf so er- 
gibt sich 

^»» (^o) === % — »»2 Ä — mg Ä2 4- ^^ . 2 h^ 
+ W52.2A* — mg. 2.2.3 -Ä^ — my. 2. 2.3.3. Ä6 + ... 

Man wird sich für die Berechnung mit einer beschränkten 
Anzahl von Gliedern begnügen müssen. Denn die Fehler, 

9* 
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mit denen die beobachteten Ordinaten behaftet sind^ rufen 
auch in den berechneten Werten von m^yfi^,.». Fehler 
hervor. Und es wird keinen Zweck mehr haben^ ein Glied 
zu berücksichtigen^ wenn sein Fehler ebenso groß wird 
wie das Glied selbst oder doch einen betrachtlichen Bruch- 
teil des Gliedes ausmachen kann. 

Der Fehler der Näherungswerte Nn{x) wird mit 
wachsendem n nicht unter allen Umstanden beliebig klein 
werden, auch wenn man die Veränderliche x auf die Nach- 
barschaft von Xq beschränkt. Denn die Abszissen 

Xq — nh, Xq — (w — 1) Ä, . . . a^Q . . . , x^^-^nh 

breiten sich mit wachsendem n nach beiden Seiten beliebig 
weit aus, wie klein man auch h angenommoi haben möge. 
Wenn nun z. B. die gegebene Funktion f{x) für eine der 
Abszissen unendlich wird, so werden auch in der Beihe 
m^yrn^,.., von einem gewissen Index ab unendlich große 
Werte erscheinen. Dennoch können die vorhergehenden 
Näherungswerte sich mit großer Genauigkeit an die gegebene 
Funktion anschmiegen, und es wird für die praktische Be- 
nutzung der Beihe darauf ankonmien, bei dem richtigen 
Näherungswerte stehen zu bleiben. 

Ein solches Verhalten der Reibe nennt man semi- 
konvergent. 

Es werde die Entwicklung z. B. benutzt^ um zwischen 
den Briggschen Logarithmen der Zahlen 37, 38, 39, 40, 41 
zu interpolieren. 



X 


\ogx 


Alogo; 


dAlogd; 


A^Alogo; 


37 


1,568202 


0,011582 






38 


1,579784 


0,011281 


0,000301 


+ 0,000015 


39 


1,591065 


0,010995 


0,000286 


+ 0,000015 


40 


1,602060 


0,010724 


0,000271 




41 


1,612784 









Hier ist: 
10« N^ {x) = 1591065 + 10995 {x - 39) - 143 {x - 39) {x - 40) 

+ 2,5(a; — 38)(a; — 39)(rr — 40). 

Die Genauigkeit des Näherungswertes ist, abgesehen 
von dem Fehler, der durch die Abkürzung auf sechs Dezimal- 
stellen entspringt, 
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^^^^i^{x-^38){x — 39)(x — 40){x — 4:l). 
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Wenn z. B. x zwischen 39 und 40 liegt; so ist der 
Fehler^ absolut genommen^ kleiner als 



log6 9 



:^< 5.10-8. 



4.38* 10 

Würde man in der Entwicklung weiter gehen, so würde 
die Genauigkeit zunächst noch erheblich steigen. Dann 
aber würde sie abnehmen und könnte nicht weiter als N^g {x) 
fortgesetzt werden, weil dann der unendliche Wert logO 
hineinspielen würde. Vom Standpunkte des Rechners ist 
das Aufhören der Konvergenz von keiner Bedeutung, wenn 
nur Näherungswerte gefunden werden können, die eine für 
seinen Zweck ausreichende Genauigkeit besitzen. 

Es können indessen auch FäUe angegeben werden, in 
denen die unendliche B«ihe konvergiert Wenn man z. B. eine 
Kurve annimmt, die in gleichen Abstanden periodisch die 
Ordinaten 0, + 1^ 0, — 1, usw. haben soll, so findet man 
nach dem oben angegebenen Verfahren: 



y 


Ay 


dAp 


AdAy 


SAdAy 


usw. 





+ 1 










+ 1 


1 


2 


+ 2 









1 





+ 2 







1 


+ 1 


+ 2 


2 


4 







+ 1 





2 







+1 


— 1 


2 


+ 2 


+ 4 







1 





+ 2 







1 


+ 1 


+ 2 






















f{x) = xlh'-'2l3l{x — h)x{x + h)lh^ 
+ 22/5! {x — 2h)(x — h)x{x + h)(x + 2 h)/h^ — . . . 

Das aUgemeine Glied ist 
±2''/(2n + l)l{x-nh){x-(n--l)h)...x...{x + nh)lh^''-^K 

Der Quotient zweier aufeinander folgender Glieder ist 
demnach gleich 
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(2n + 2)(2n + 3) (-^^-("+^)'^')/^^ 



2x^ n + 1 



(2n + 2)(2w + 3)A2 ' 2w + 3* 

Für hinreichend große Werte von n wird dieser Quo- 
tient, was auch h für einen Wert haben möge, kleiner als V.. 
Mithin konvergiert die Reihe von da ab rascher als eine 
geometrische Reihe, bei der jedes Glied gleich der Hälfte 
des vorhergehenden ist. 

Es läßt sich zeigen, daß die hier dargestellte Funktion 

nichts anderes ist als sinfy— J *). 

Eine tiefere Einsicht in die Konvergenzverhältnisse 
dieser Art von Reihen erlangt man dadurch, daß man auch 
komplexe Werte der Veränderlichen mit in den Kreis der 
Betrachtung zieht. 

Nach Cauchy ist eine Funktion f{x) einer komplexen 
Veränderlichen x in einem Gebiete der komplexen Zahlen- 
ebene, wo sie sich regulär verhält, in der Form darstellbar 






wo das Integral im positiven Sinne über den Rand des Ge- 
bietes zu erstrecken ist. 
Nun ist: 







1 1 X — a;« 1 

X Xa Xa X 


und daher 






1 1 

Z — X — 


«1 


X X^ 1 

— X^ X 


1 




X ' X-t X. X ~~" Xi X Xa 

■ + - -^-T - + - :r-- IT 



X^ X^ — X2 — X^ X2 0—x 



etc. 



Bezeichnet man mit g^ (x) die ganze rationale Funktion 
vom A-ten Grade: 



*) Den Beweis findet man in meinem Aufsatze: Über em- 
pirische Funktionen und die Interpolation zwischen äquidistanten 
Ordinaten. Zeitschrift für Math. u. Phys. Bd. 46, S. 229 (1901). 
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gx (x) = {x — x^ {x — x^)...{x — xi), 
so kann man die sich ergebende allgemeine Formel so schreibeü 



^ — n? flfi(£r) ^[3(0) 93(^) '•• flfn(^) flf„(^) e—x' 

Indem man diese Entwicklong: in das Cauchysche In- 
tegral einsetzt, erhält man : ^ 



+ 2 



: / -^-V^ deg„-i (X) + jr r / -^4 ae • On (x) . 

mJ gn{s) ^ ^ 2mJ gn{e)e — x "^ ^ 



Oder wenn wir 



1 r 

2 7ltJ ( 



(2;? 



setzen: 

f(x) = Co + (^(x — Xj) + C2 (a: — iCi) (a;— a^a) + . . . 

+ c,_,(x^x,){x^x,)...{x^Xn-t)+^l ^^^^^^ 

Wir denken uns die Werte x^,x^,.,. dabei im Innern des 
Gebietes liegend, über das die Integration erstreckt wird. 
Dann sind die Koeffizienten CoC^ Cg •••^«— 1 durch die Werte 
der Funktion f(x) in den Punkten XiX2...Xn bestimmt. In 
der Tat stellt die Summe 

Cq -f- CjL (X Xj^j -f- C^ \X X-^) [X X2) + • • • 

+ Cn-i{x — X^)(x — X2)..,(x^Xn-i) 

eine ganze rationale Funktion von x von höchstens n— 1-ten 
Grade dar, die in den n Punkten x^x^-^-x^ mit der Funk- 
tion f{x) übereinstimmt. Durch diese Bedingung ist die ganze 
rationale Funktion eindeutig bestimmt. 

Es handelt sich nun darum, zu untersuchen, wie weit 
die ganze rationale Funktion eine Näherung von f(pS) dar- 
stellt, ob der Fehler beliebig klein wird, wenn man die Zahl 
der Punkte x^x^-.^Xn und damit den Grad der Näherung 
größer und größer werden läßt. 

Der Fehler der Näherung läßt sich schreiben: 

m 



1 f9n (a^' 
nij aJe] 



gn{e)e—x 
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Er wird 8ehr klein sein, wenn für alle Werte von s die auf 
dem Sande des Gebietes liegen^ der Quotient 

sehr klein wird. 

Wenn man z. B. die unendliche B.eihe der Punkte 
XiX2"- auf ein so kleines Gebiet beschränkt und x diesem 
Gebiet so nahe nimmt, daß jeder Punkt des Sandes ver* 
hältnismäßig weit entfernt ist, so muß der Fehler mit 
wachsendem n beliebig klein werden und die unendliche Seihe 

fix)=Co+c^ {x — Xi) + c^{x — x^) {x — x^) + . . . 

wird konvergieren. 

Ein anderes Beispiel liefert der Fall, wo die Punktreihe 
X1X2XQ... einen Häufungspunkt im Innern des Integrations- 
gebietes hat. Grenzt man um den Häufungspunkt ein be- 
liebig kleines Gebiet ab, so liegen außerhalb dieses Gebietes 
nur eine endliche Anzahl der Punkte X1X2... Wenn man 
daher x in der Nähe dieses Gebietes annimmt, so wird 

klein sein für alle Punkte x^, die dem kleinen Ge- 

e — xx 

biet angehören. Daher muß gn{x)lgn{^) niit wachsendem n 
beliebig klein werden, so daß die unendliche Seihe für f{x) 
notwendig konvergiert. 

Als drittes Beispiel wollen wir uns vorstellen, daß die 
Punkte XiX2..»Xn in gleichen Abständen auf der Peripherie 
eines Kreises mit dem Mittelpunkt a und dem Sadius r 
angenommen werden. Der Kreis soll im Innern des Inte- 
grationsgebiets liegen. Die folgenden n Punkte 

sollen dann zwischen die ersten n Punkte eingeschoben 
werden, so daß jeder E^reisbogen zwischen zwei benachbarten 
der ersten n Punkte durch einen der folgenden n Punkte 
halbiert wird. In derselben Weise sollen die folgenden 
2 n Punkte wieder die Intervalle zwischen den vorhergehenden 
Punkten halbieren usw. 
Dann ist 

gn{x) = {x—aY — r*', gn(^) = (^ — a)" — ^" 
und ähnlich sind g^ny g^n) gsn usw. gebildet. 
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Nun liegt außerhalb des Kreises, so daß (i; — d)/r 
dem absoluten Betrage nach größer als 1 ist. N^men wir 
X innerhalb des Kreises an, so ist andererseits {x — a)/r dem 
absoluten Betrage nach kleiner als 1. Daher wird 

g,{x)_ {{x — a)/ry — l 
9n{0) {{0—a)lrr — l 

dem absoluten Betrage nach sehr klein, wenn n groß ist, 
und durch die Einschaltung neuer Punkte wird der Quotient 
beliebig klein gemacht werden können. Damit wird zugleich 
der Fehler des Näherungswertes beliebig klein. Mit anderen 
Worten, es wird eine ganze rationale Funktion (w — l)-ten 
Grades, die in den n auf der Peripherie des Kreises gleich- 
mäßig verteilten Punkten mit der Funktion f(x) überein- 
stimmt, auch im Innern des Kreises beliebig wenig von 
f(x) abweichen, wenn die Zahl der Punkte hinreichend 
groß ist. 

Ohne Zweifel werden ahnliche Satze auch für andere 
geschlossene Kurven gelten; nur ist der Nachweis nicht so 
leicht zu erbringen, daß gn{^)l9n{^) mit wachsendem n dem 
absoluten Betrage nach beliebig klein wird. 

Als viertes Beispiel wollen wir noch den Fall betrachten, 
wo die Punkte x^x^x^.,. alle auf einer geraden Strecke A B 
liegen und diese Strecke überall unendlich dicht erfüllen. 
Dieser FaU ist praktisch von Interesse, weil er bei der 
Darstellung reeller Funktionen vorkommt, wenn wir als 
Naherungsfunktion eine ganze rationale Funktion (n — l)-ten 
Grades berechnen, die für w reelle Werte der Veränderlichen 
mit der gegebenen Funktion übereinstimmt. Der Fehler 
des Näherungswertes hängt, wie wir oben gezeigt haben, von 
dem absoluten Betrage von g^ (x) im Verhältnis zu dem von 

9n{e) ab. 

Um darüber Aufschluß zu gewinnen betrachten wir 
den Ausdruck 

-^oggnix), 

dessen reeller Teil Un gleich dem Logarithmus der n-ten 
Wurzel aus dem absoluten Betrage von gn (x) ist Es 
kommt darauf an, eine Vorstellung von dem Verlaufe der 
Kurven Un = Konst. zu gewinnen, wenn n immer größer und 
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größer wird. Zu dem Ende stellt man sich am Besten Un als 
Greschwindigkeits-Potential einer unendlich dünnen reibungs« 
losen inkompressibeln Flüssigkeitsschicht vor^ die sich in 
der Ebene der komplexen Zahlen bewegt. Auf den Strom- 
linien ist dann der imaginäre Teil von 

konstant. Denn sie werden von den Kurven e^„ = Konst. 
senkrecht durchschnitten. 
Nun ist 

- logöfn (^) = lln log(ir — x^) + - log(a; — x^) + ,.. 

W 

Wie in der Hydrodynamik gezeigt wird, sind x^, x^, ...iCn 
Quellen, aus denen in gleichen Zeiten die gleiche Flüssig- 
keitsmenge dringt. Die n Quellen sind von gleicher 
Mächtigkeit und die Flüssigkeit fließt ins Unendliche ab. 
In Entfernungen, die gegen die Länge der Strecke AB groß 
sind, gehen die Stromlinien mehr und mehr in gerade Linien 
über, deren Richtung durch AB geht, und die Kurven 
t^„ = Konst. nehmen die Gestalt von Kreisen an, deren 
Mittelpunkte in AB liegen. 

Lassen wir nun die Zahl der Punkte x^x^-^-Xn mehr 
und mehr zunehmen, so daß sie die Strecke AB immer 
dichter und dichter erfüllen, so nähern wir uns dem Zu- 
stande, wo die Flüssigkeit aus dem Spalt AB dringt und 
von dort nach allen Seiten ins Unendliche abfließt. Dabei 
ist es aber nicht gleichgültig, mit welcher Dichtigkeit sich 
die Quellen x^^x^.^.Xn über den Spalt A B verteilen. 
Bleiben sie z. B. äquidistant, so daß im Grenzzustand jedes 
Spaltteilchen die gleiche Mächtigkeit besitzt, so gibt das 
einen ganz anderen Verlauf der Stromlinien und der Kurven, 
auf denen der absolute Betrag von ^„ [x) konstant ist, als 
wenn die Quellen sich z. B. nach den Enden von AB 
dichter verteilen als in der Mitte. 

Um die Dichtigkeit analytisch auszudrücken, mit der 
sich die Quellen an irgend eiQer Stelle des Spaltes anhäufen, 
haben wir zu setzen: 
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lim w (xx^i — Xx) = {Xß — XAJiq? {xi) , 



n = oo 



d. h. für größere und größere Werte von n soll immer ge- 
nauer und genauer 

n (xx^t — xx) = {xb — xa)I(p (xx) 
sein. Mit anderen Worten 

^^'^ Xx + i — Xx 

q) {xj) ist gleich dem Verhältnis des Abstandes zweier benach- 
barten Quellen, wie sie bei äquidistanter Verteilung herrschen 
würde, zu dem tatsächlichen Abstände der benachbarten 
Quellen Xx^ ^a+i- Daher ist (p(xx) proportional der Dich- 
tigkeit der Quellen im Grenzzustande oder proportional der 
an der Stelle aus dem Spalt in der Zeiteinheit dringenden 
Wassermenge berechnet auf die Einheit der Spaltlänge. Der 
Proportionalitätsfaktor ist dabei so zu bemessen, daß der 
Mittelwert von <p{x) gleich 1 wird; denn es ist 

2(p [xx) {xx^i — ä?a) = w . 1/w = 1 . 

Xß — x± 

Nach diesen Vorbereitungen können wir die Funktion 
aufstellen, der sich 

-log(5^„(aj)) 

mit wachsendem n nähert. 

Die Differentiation nach x ergibt 

d/1, , , ,,\ 1/n , 1/n , , 1/» 
Auf der rechten Seite ersetzen wir 1/w durch 

Xx^l Xx 



Xß Xji 

und erhalten für w = oo 



9^(^a) 



lim/ (i log^,(^)) =:lim^— y-^^M,(xx+,^Xx) 
ax \n °' ^7 xb — Xa. ^j x — xC 

xb 

Xß — XjJ X t 



^A 
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Wir wollen der EinfacUieit halber annehmen^ daß 
x±=^ — 1 , Ä?Ä = + 1 sei. Wäre es nicht der Fall, so brauchte 
man nur eine passende lineare Funktion von x als neue 
Veränderliche einzuführen, um für die neue Veränderliche 
die den Stellen xji und Xb entsprechenden Werte gleich — 1 
uud -f 1 zu machen. Unter dieser Voraussetzung erhalten wir: 

— 1 

Dabei ist t eine reelle Veränderliche, die von — 1 bis + 1 
läuft. Nun können wir beliebige Annahmen über die Quell- 
dichtigkeit (p (^ machen. Mit der einzigen Einschränkung, daß 

V2/9 W dt = 1 
—1 



sein muß. Setzen wir z. B. (p({) = 2jn'^l — t^, so läßt sich 
das Integral ausfuhren und gibt 

{f)dt 1 



Daher wird 



i/2-' r- 

J x — t y^ 

— 1 



lim [^ logfifn {xYj = h r—— = Jog (^ + y^^ — 1) + Konst 

Die Konstante bestimmt sich dadurch, daß die Quell- 
dichtigkeit auf beiden Seiten von ^=»0 symmetrisch an- 
geordnet ist, daß also a;i + ^2 + «" + ^h = angenommen 
werden kann und mithin in der Entwicklung von 



i9n{oc) = a: + «0 + «lic-i + . . . 
das von x unabhängige Glied üq verschwinden muß. Das- 
selbe muß deshalb auch von log {x + y^c^ — 1 ) + Konst gelten, 
was nur dann erfüllt ist, wenn die Konstante gleich — log 2 
gesetzt wird. Mithin ist 

x + -}lx^—^ 



lim^-log5rH(^)j = log- 
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hmygnix)^ '— . 

Aus dieser Farm läßt sich nun übersehen, wie der ab- 
solute Betrag von gn{x) mit wachsendem n sich verhalt. 
Wir setzen 

x + yx^ — l = e^+^*. 
Dann ist 

x-Vx^--l = ^== = c-^-^' 

x + ^x^ — l 

und mithin 

x = ^ Y- =(B;orZ7cosF+ShtJ7sinF.i 

oder wenn x = i + rji gesetzt wird 

f^CoftTcosF 
i7 = Sm?7sinF. 

Die Kurven U= Eonst., auf denen der absolute Betrag 

n. 

von lim ygn{x) den konstanten Wert ^2^^ ^*^*> ^^^ mithiu 
konfokale Ellipsen mit den Brennpunkten +1 und den 
Halbachsen CjofÜ und S5mU. Oder mit anderen Worten 

n. 

der absolute Betrag von ]imygn{x) ist gleich dem arith- 
metischen Mittel der beiden Halbachsen. Daher wird , J! 

gn{() 

mit wachsendem n beliebig klein, sobald f außerhalb der 
durch X laufenden Ellipse Hegt. Sind a, b die Achsen dieser 
Ellipse und a% V die Achsen der durch { laufenden Ellipse, 

so wird mit wachsendem n der Wert von 1/ ^" . J sich dem 



n 



(f) 



Werte , . ,. nahem, d. h. es wird \J relativ wenig von 
cf + V gn{S) ^ 



(a + b\ 

w+v) 



verschieden sein. 



+ 

Damit ist die Konvergenz unserer ßeihenentwicklung 
gegeben, und zwar zeigt es sich, daß das Integrationsgebiet 
nur die Strecke — 1 bis +1 einzuschließen braucht, damit 
sicher Konvergenz eintritt. Denn die konfokalen Ellipsen 
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lassen sich so dicht wie man will um die Strecke herom- 
legen, und deshalb muß es immer möglich sein^ eine der 
konfokalen Ellipsen zu konstruieren^ die über den Band des 
Integrationsgebietes nicht hinausgeht. Für alle Werte von x^ 
die innerhalb der Ellipse liegen, also auch für die reellen 
Werte x=^ — 1 bis + 1 muß dann die Reihe konvergieren. 
Deshalb ist diese Annahme über die Verteilung der Werte 
x^x^...Xn von großer praktischer Bedeutung. 

Bei äquidistanter Verteilung der Werte x^x^...Xn ver- 
liert man diesen Vorteil. Ich habe gezeigt*), daß unter 
dieser Annahme die Kurven C/'=Kon8t., auf denen der ab- 
solute Betrag von gn{pi^) konstant wird, die Strecke — 1 
bis -f- 1 zunächst nicht umschlingen. Die ersten Kurven, 
die sie umschlingen, legen sich nicht dicht an die Strecke 
an, sondern verlaufen in gewisser Entfernung von ihr. Beicht 
nun das Integrationsgebiet, in dem die darzustellende Funk- 
tion sich regulär verhält, weit genug um diese Kurven ein- 
zuschließen, so konvergiert die Interpolationsformel für äqui- 
distante Werte der Veränderlichen auf der ganzen Strecke 
— 1 bis + 1« Reicht dagegen das Integrationsgebiet nicht 
so weit, so konvergiert auch die Interpolationsformel nicht 
für die ganze Strecke — 1 bis +1. 



♦) Runge, Zeitschrift für Math, und Phys. Bd. 46. S. 234 u. f. 
(1901). 
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Die Fonrier sehen Reihen. 



§ 16. Die Berechnung der EoefiBzienten der 

unendlichen Reihe. 

1 ^ 
Zur Darstellung geriodisclier Funktionen verwendet man 
zweckmäßig Summen von Sinus- und Kosinusfunktionen^ 
deren Periode gleich der Periode der gegebenen Funktion 
oder gleich einem aliquoten Teil dieser Periode ist Die 
einzelnen Sinus- und Kosinusfunktionen sind dabei mit 
passenden konstanten Faktoren multipliziert^ die man so 
wählt, daß der Fehler der Näherung möglichst gering wird. 

Die Periode der gegebenen Funktion f{oc) setzen wir 
gleich 2n voraus. Hätte sie irgend einen anderen Wert, 
z. B. p, so brauchte man nur statt der Veränderlichen x den 
Ausdruck 2nxjp als Veränderliche einzuführen, um die 
Periode gleich 2n zw machen. 

Wir suchen nun einen Näherungswert N{oc) von der 
Form: 

N{x) = 6^ + 01 siuic + 0^2 sin2 a; + . . . + a» sinn x 
+ \ cos ^ + &2 ^ös 2 a; + . . . + 6tt cos n x . 

Für einen gegebenen Wert von n sollen die 2 w + 1 
Konstanten h^, a^, b^, ... anin so bestinunt werden, daß der 
Anschluß des Näherungswertes an die gegebene Funktion 
so gut wie möglich werde. Die Güte des Anschlusses 
wollen wir nach dem mittleren Fehlerquadrat beurteilen und 
demnach die Forderung stellen, es solle 
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^j{f(x)-N{x)fdx 



SO klein wie möglich werden. 

Das Integral ist eine quadratische Form der 2n4-l 
gesuchten Konstanten^ die nur positive Werte annehmen 
kann. Daher wird der kleinste Wert erreicht^ wenn die 
Differentialquotienten des Integrals nach den Konstanten 
verschwinden. Damit erhalten wir die 2 n + 1 Gleichungen 







S.1 



(f{x) — N{x))dx={i 



(1) 



f{f{x)-Nix, 





)) Bm{a x) dx = (a = l,2...w) 



(f(x) — N(x) ) cos(a x)dx = 0, 



aus denen die Konstanten berechnet werden können. Die 
Gleichungen lassen sich sehr einfach auflösen, wenn man 
für N(x) seinen Ausdruck einsetzt und bedenkt^ dafi 



/■ 



2jr 



sin(j8 x) Bin(a x) dx = 



für a:^ß 
71 für a = /5 



(2) 






/. 



%n 



QO^(ßx) cos(a x) dx = 



für a^ß 
n für a = ß' 



Die erste der Gleichungen (1) Uefert 

f{x) dx — 6o 2 TT = , 



/' 



oder mit anderen Worten, b^ ist der Mittelwert von f{x) 
in dem Intervall bis +277. 
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Die übrigen Gleichungen liefern: 

in 

f(x) än(ax)dx — a« ?r = 

+2. (a = l,2...w) 

f(x)cos(ax)dx — ha7z = 0, 



oder mit anderen Worten, a« und &« sind die Mittelwerte 
von 2f(x)8in{ax) und 2f(x)cos(ax) in dem Intervall ^=0 
bis +2jr. 

Wir haben hier wieder, wie bei den oben betrachteten 
Darstellungen, den Fall, daß die Konstanten nicht von der 
Anzahl n der Glieder abhängen, sondern allein aus den 
Werten der Funktion in dem Intervall berechnet werden. 
Steigert man also die Anzahl der Glieder, so ändern sich 
die schon berechneten Glieder nicht, sondern es treten nur 
neue Glieder hinzu. D. h. es resultiert für f(x) eine un- 
endliche Reihe 

f(x) = 6^^4-0^ slnx + «2 sin 2 iP + «3 sin3 ^ + . . . 
+ hl cosic + 62 cos2 a; + 63 cos3 rc + . . . , 

welche die Eigenschaft hat, daß die Glieder, bei welchem 
Index wir auch die Reihe abbrechen, immer die beste Dar- 
stellung der Funktion liefern, die bei der betreffenden 
Gliederzahl möglich ist, vorausgesetzt, daß man die Güte 
der Darstellung nach dem mittleren Fehler beraißt. Ja, 
noch mehr! Wenn man aus der Reihe irgend welche Glieder 
beliebig herausgreift 

ax sin (A x) + 6^ cos(/t ;r) + . . . +p<o sin (co x) , 

so schmiegt sich diese Summe genauer an die Funktion f(x) 
an, als es bei anderer Wahl der Koeffizienten a^, bf^.., der 
Fall ist. Denn bezeichnet man die Summe mit M, so ist 

27t 

J(f(x) — Mydx 


für die gefundenen Koeffizienten kleiner, als für irgend 
welche anderen Werte der Koeffizienten. 

Setzt man nämlich in den Näherungswert N{x) statt 
der Konstanten 6o> ^v ^v ^f \> ••• andere ein, 60 + /0» 

Runge, Theorie und Praxis der Reihen. 10 
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a^ + Qi, l>i+ßit '-'f so kann man das Quadrat des mittleren 
Fehlers nach Potenzen der Änderungen jSoi a^, ßi, ... ent- 
mckeln, und da mfolge der Minimumsbedingungeii die linearen 
Glieder verschwinden^ so erhält man den Ausdruck: 

2^ (f{x) — N{x)ydx + ^ (ßo + aimix + ß^co8x + ... 

® ^ +anBiiinx+ßnCOsnxydx. 

Den zweiten Teil kann man integrieren und erhält unter 
Berücksichtigung der Gleichungen (2) 

4-2« 


Man sieht aus dieser Form, um wieviel das Quadrat 
des mittleren Fehlers größer wird, wenn die Konstanten 
geändert werden. Das Analoge gilt; wenn man in N{x) irgend 
welche Glieder fortläßt. 

Den Minimumswert kann man ebenfalls in einfacher 
Weise berechnen, indem man ihn in andere Form bringt. 
Zu dem Ende multipliziere man die erste der Gleichungen (1) 
mit bQ, die zweite mit aa, die dritte mit ba und summiere 
alle Gleichungen für a = 1, 2 . . . n. Dann ergibt sich 

4-2« 

f{fix)-N(x))N(x) = 0. 
Folglich ist 

■j-in 4-2» 

// {x) N{x) dx =j{Nxy ix 
und mithin " " 

4-2« -|-2« -^"in 

^km - N(x)ydx = ^f{fix)f dx - ^jiNix)y dx. 



P. h. das mittlere Fehlerquadrat ist gleich der Differenz 
der mittleren Quadrate von f(x) und N{x). 

Das mittlere Quadrat von jy(ir) nimmt unter Berück- 
sichtigung der Gleichungen (2) die Form an 

62 + V2[«! + *? + ... + a*+6j]. 
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Man braucht daher außer den Konstanten nur das 
mittlere Quadrat von f{x) zu berechnen^ um das mittlere 
Fehlerquadrat der Annäherung zu finden. 

An die Stelle der beiden Glieder 

tta sina a; + 6« cosa x 
kann man auch ein einziges Glied 

r« sin (aic + ^a) 
treten lassen^ wenn man r« und da so bestimmt^ daß 

«a = ^a COS^a , ha^Ta SUlda 

ist. Dabei kann r« positiv genommen werden, wenn nur 
für den Winkel da der richtige Quadrant gewählt wird. 
Das mittlere Quadrat von N(x) kann dann in der Form 
geschrieben werden: 

Wir nennen r« die Amplitude der Sinuswelle 

ra&m(ax+da) 

und da die Phase der Sinuswelle bei x = 0. 

Die Fouriersche Reihe zerlegt also eine gegebene 
periodische Funktion in eine Summe von Sinuswellen. Das 
mittlere Fehlerquadrat, mit der eine Anzahl von Wellen 
eine gegebene Funktion darsteUen, ist gleich dem mittleren 
Quadrat der Funktion vermindert um das Quadrat des 
Mittelwertes (nämlich bl) und die halbe Summe der Qua- 
drate der Amplituden. 

§ 17. Die Zerlegung empirischer Fnnktionen. 

Wenn die Funktionen f{x) nicht in ihrem vollen Um- 
fange gegeben ist; sondern nur für eine diskrete Anzahl von 
Werten, die wir in gleichen Intervallen über die Periode 
ÄJ = bis + 2 TT verteilt voraussetzen und mit ^o, y^, ... t/r 
(l/o=yr) bezeichnen wollen, so hat man nur an Stelle der 
Integrale Summen zu setzen. 

Es mögen Xqüo^x^... Xy Werte sein, welche die Periode 
bis 2n in r gleiche Teile teilen, so daß also ^0 = 0, 
Xa = a*27ijr ist. Wir haben dann die Näherung N{x) so 
zu bestimmen, daß das mittlere Fehlerquadrat 

10* 
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^^(y<.-^M* (a-=l,2...r). 

a 

möglichst klein wird. Wir setzen dabei voraus^ daß r 
größer als 2n sei. Andernfalls wäre die Zahl der Kon- 
stanten größer als die der gegebenen Werte von f{x) 
und man könnte dann auf mannigfache Weise alle Fehler 
zum Verschwinden bringen, d. h. es könnte von einer besten 
Darstellung nicht die Rede sein. 

Die Bedingungen des Minimums erhalten wir wie oben 
durch Nullsetzen der DifiPerentialquotienten nach den Kon- 
stanten. 

2(ya — N{x,)) = 

(3) 2{if,^N(Xa))sm(ßx) = (^^};2.\\'3 

:S(tfa- N{Xa)) CO8(ßx) = 
a 

Nun ist zunächst 

2!am(ßXa) = und 2'cos(/8a?a) = (a = l,2...r) 

a a 

für alle Werte /8=1, 2...W. 

Man erkennt das am besten, wenn man die beiden 
Gleichungen in imaginärer Form zu 

2'e^V=0 (a = l,2...r) 



zusammenfaßt. Denn e^^a* wird in der komplexen Zahlen- 
ebene durch eine Strecke von der Länge 1 mit dem Azi- 
mut ßXa dargestellt. Die sämtlichen Strecken, die man 
für a = 1, 2 . . . r erhält, verteilen sich also symmetrisch um 
den Nullpunkt und geben daher die geometrische Summe 
Null. Auf algebraischem Wege sieht man dasselbe ein, 
wenn man Xa=^a*2 njr einsetzt und q = e^2?t/r» schreibt. 
Dann ist e'^^a»'«^« und 

2:€ß-a^={q + q^ + ... + r)^q'^^^. 

a q 1 

Nun ist q*' = efi^''*=l^ während q selbst von 1 verschieden 
ist, da ß nicht durch r teilbar sein kann, weil 2n kleiner 
als r vorausgesetzt wm'de. 
Mithin ist: 



a 
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Bezeichnet nun y wie ß irgend einen der Werte 
l;2...n, so ist: 

2wi{ßx^ 8in(y a:«) - V2 ^'cosOS— y) x^ - V2 -S'cosOS + y) x^ 
ücoaiß Xa)cos{y Xa) = V2 -2*008 08 + 7)^a + V2 -S'cosC/S — y) a;« 

a a a 

i:sm(ßXa)cos{YXa) = V2 -2'8in08 + y) Xa + V2 -^'sin 08 — y)a;a 

a a a 

Da. ß + y nicht großer als 2n, also kleiner als r ist^ 
so verschwinden für ß^y alle Glieder der rechten Seite. 
Pur ß=y verschwindet dagegen 

2'cos08 — y)a;a 



a 



nicht, sondern nimmt den Wert r an. 

Wir erhalten daher 

für /?:^y 



-2* sin {ß Xa) sin {y Xa) = 



(4) 



U cos {ß Xa) cos {y Xa) = 
a 

2'sin08a;a) cos(y a?a) = . 



r/2 für ß=y 

für /8^y 
r/2 für ß = y 



(a = 1, 2 . . . w) 



Mit Hilfe dieser Relationen gehen die Gleichungen (3) 
in die Form über 

(5) 2jasin{ßxa)^a,rl2 i^Zllzl) 

i:ya009(ßxa) = bßrl2, 

a 

oder in Worten: &o ist das arithmetische Mittel von J^i ^2 • * • Vry 
aßist das arithmetische Mittel von 2yisin08;ri ),..., 2yr8inO'^i)> 
hß das arithmetische Mittel von 2yj^co&{ßXi),.:,2yr<io&{ßXr). 

Laßt man die Anzahl r der Ordinaten größer und 
größer werden, so nähern sich die arithmetischen Mittel 
mehr und mehr den Werten, die wir in § 16 durch Inte- 
grale ausgedrückt haben, in die sie für r=«oo übergehen. 

Man bemerke wieder, daß für einen festen Wert von r 
die Größen a, 6 von n unabhängig sind, wenn nur 2n<r 
ist. D. h. wenn man die Zahl der Glieder des Näherungs- 
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wertes steigert, um einen genaueren Anschluß an die ge- 
gebenen Werte zu erlangen^ so ändern sich die schon be- 
rechneten Werte von a und 6 nicht, sondern es treten nur 
einige neue Werte hinzu. 

Für die Durchführung der Rechnung ist es am be- 
quemsten die Anzahl r der Ordinaten durch 4 teilbar an- 
zunehmen. Dann wiederholen sich nämlich die Werte der 
sin und cos in jedem der vier Quadranten, und es wird 
dadurch möglich die Zahl der Produkte auf den vierten 
Teil zu reduzieren. Wir schreiben demgemäß r = 4Ä. 

Für die Übersicht der Formeln ist es femer zweck- 
mäßig, die Zahl der zu bestimmenden Konstanten gleich 
der Zahl r der gegebenen Ordinaten zu machen, so daß 
alle Fehler gleich Null gemacht werden können. 

Wir setzen zu dem Ende: 

-^(a?) = 6o + % 8^^^ + «2 8in2 a? + . . . + «2A— 1 8in(2 Ä — \)x 
+ \ cosa; + \ cos2 X +...+ &2fc— i cos(2 Ä— \)x-\- &2a cos2 lix . 

Die Konstanten sind durch die Formeln (5) dargestellt 
mit Ausnahme von &2a> für das sich der Ausdruck 

2'(— l)«.y„^62Är (a«l,2...r) 

ergibt. Denn zur Berechnung von 62Ä ist in der Formel 
2'cos(j8a;a) cos(y x^ = 1/2 -S'cosO? + 7)0;«+ V2 -2" cos 08 — y) x^ 

a a a 

ß===y = 2h ZU setzen. Dann ist aber 2!cos(ß + y)Xa nicht 

a 

gleich Null, wie fiir ß + y<r, sondern gleich r. 

Die Gleichungen (5) nehmen jetzt also die Gestalt an: 

i:yasmßxa^aßrl2\ 

; für;8=l,2,3...,^-l 

2ya<io&ßXa = hßr för ß = und ß = rj2. 

Dabei durchläuft a die Werte 1,2... r oder auch 0, l,2...(r— 1). 
Die Gleichungen gewinnen eine übersichtlichere Form, 
wenn man statt der Ordiuaten die Summen und Differenzen 
je zweier Ordinaten einföhrt, die gleich weit von den Enden 
der Periode abstehen. Wir schreiben zu dem Zwecke die 
Ordinaten in zwei Horizontalreihen 
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Vi ^2 Vz '"Vzh-iyih 

2^4A2^4A — l2^4A— 2 94A— 3 ^2*+! 

und bilden die Differenzen und Summen je zweier unter- 
einanderstehender Werte. Die Differenzen bezeichnen wir 
mit UiU2U^*».U2h-~i, die Summen mit ViV2.>>V2h'-i9 so 
daß also % =yi — ^4*-!^ % =yi +^4*— i usw. Dazu werde 
Vq = i/4k und V2H = yih gesetzt. 

Indem man nun beachtet^ daß 

sinjS^a = BinßXr—a f COSßXa = COSßXf^a j 

überzeugt man sich, daß die Gleichungen (5*) die Form 
annehmen 

Uua sin ßxa = aß r/2 

(5«*^ ^VaCOBßXa^ißrl2 (^-1,2,...,2Ä-1) 

UvaCOsßXa^hr (ß = 0,2h). 

a 

Dabei durchlauft a nur die Werte 0, 1, 2...,2A. 

Wenn man andererseits die Größen u, v durch die 
Größen a, h ausdrückt, so hat man nur zu beachten, daß 

ya =- 6o + ^ siuiCa + • • • + «2»-! sin(2 Ä — 1) Xa 

+ \ cos Xa + -.- + h2h^l cos (2Ä l)^a + ^Ä COS 2h Xa 

yr-a = ^0 — «1 siniP« + . . . — a2A-isin(2Ä— l)iCa 

+ 6i cosiPa + . . . + 62A-icos(2Ä— \)Xa + ft2*cos2Äa;a . 

Danach wird 

(6) Ua = 22aßmi (ßXa) 

ß 

Va = 2i;bßC0&(ßXa) (für a=l,2...2Ä— 1) 

ß 

Va= HbßQOQißXa) (für a = 0,2Ä) 

ß 

wo /8 die Werte 0, 1 ... 2 ä durchläuft. 

Statt ßXa kann man auch axß schreiben. Die Glei« 
chungen (6) haben mithin genau dieselbe Form wie die Glei- 
chungen (5**). Mit anderen Worten, die Größen t«/2 werden 
aus den Größen a genau nach denselben Formeln gefunden 
wie die Größen ra/2 aus den Größen u, und auf der anderen 
Seite werden die Größen t;/2 aus den Größen b nach den- 
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selben Formeln gefunden wie die Größen r6/2 aus den 
Größen v. Oder^ wie man auch sagen kann^ es ist algebraisch 
dieselbe Aufgabe, die Sinuswellen zusammenzusetzen und 
eine gegebene Funktion in Sinuswellen zu zerlegen. 

iEine weitere Vereinfachung der Rechnung wird durch 
die Bemerkung erzielt^ daß 

ffir gerade Werte von ß: 

sinßXa == 8inßX2k — af COSßXa == C0S/SiC2Ä— « 

für ungerade Werte von ß: 

Wir schreiben die Größen u und v wieder in zwei Horizontal- 
reihen 

fh u^ rh ...Uh^iUk Vq Vi v^ Vg ,..Vh-.iVh 

t*2* — lt<2A— 2 W2A-3 • • • «*A + 1 «^2Ä ^2* — 1 ^2* — 2 ^2* — 8 . • • "«^A + l 

und bilden die Summen und Differenzen der untereinander 
stehenden Größen. Setzt man Wi + wjä—i = tii, u^ — «2/1—1 
= tli usw. und analog v^ + v^u = t)o , v^+ v^h^-i = t)i , v^—Vtk 
= t)o> t?! — t;2A_-.i = t)i usw., so gehen die Formeln (5**) über 
in die folgenden: 

für gerade Werte von ß: 

2'u^ sin/JiPa = üß r/2; 2*0« cosßXa = Iß rli 

a a 

Siaa<MsßXa = hßr iß = 0,2h) 

a 

für ungerade Werte von ßi 
2'tta &mßXa = aßrl2; 2*0« cosßXa = 6/?r/2 . 

a a 

Dabei durchläuft a jetzt nur noch die Werte 0, 1,...Ä und 
es ist xih = Uh, X)h = Vh gesetzt. 

Man tut gut, aß und a^h—ß gleichzeitig auszurechnen 
und ebenso bß und ith—ß* Denn da 

AnßXa = + sin(2 Ä — ß) Xa , cos /Sa;« = + cos(2 Ä — ß) Xa 

je nachdem a ungerade oder gerade ist, so kommen in 
a2h-ß uiid h^h-ß dieselben Produkte vor, wie in aß und hß 
nur abwechselnd mit dem gleichen oder dem entgegen- 
gesetzten Zeichen. Man schreibt die Produkte am besten 
abwechselnd in verschiedene Kolonnen, deren Summen dann 
addiert und subtrahiert werden. 
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In dem folgenden Schema ist die ganze Eechnung für 
den Fall, daß die Periode in zwölf Teile geteilt ist, dar- 
gestellt: 

Ordinaten: y^ y^ y^ y^ y^ y^ 

yi2 yii yio y^ y% y-i 

DiflFerenz : 



Summe: t?« v^ Vo v« Va Vk Vt. 



u^ «2 % W4 «% 

'0 ^1 «^2 ^3 ^4 ^5 

Sinusglieder: 

Ml fl2 % 

Summe: u^ Vi^ Ug 
DiflFerenz: iXi U2 





i-1,5 


A«2,4 


A~3 


sin 30« 
sin 60 ö 

sin 900 


tti 

U2 

«3 


Ul U2 


«1 «3 


1. Kolonne 

2. Kolonne 








Summe: 
DiflFerenz: 


6ai 
605 


6a2 
6a4 


6a3 



Kosinusglieder: 



Vo Vi 



V2 t^g 



«^6 «^5 % 



Summe: Oo Oi O2 O3 
DiflFerenz: Oo Oi O2 





A-t),6 


A-1,5 


A = 2,4 


A = 3 


sin 30» 
sin 600 
sin 90» 


Do Dl 

D2 Ds 


Tai 

Dl' 
D^ 


— Dg Dl 


Do D2 


1. Kolonne 

2. Kolonne 










Summe: 
Differenz: 


1260 
126« 


661 

665 


62>2 
664 


663 
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Die Tabelle des Schemas ist dabei so zu verstehen^ daß 
die Glieder der Eeihen, vor welche sin 30^, sin 60^, sin 90^ 
geschrieben ist, mit diesen Werten multipliziert gedacht 
sind. Die Produkte sind in die Tabelle einzusetzen. Da 
sin 30® den Wert 1/2, sin 90® den Wert 1 hat, so können 
diese Produkte unmittelbar hingeschrieben werden. Die vier 
Multiplikationen mit sin 60® bleiben dann allein auszuführen. 
Alles übrige sind Additionen und Subtraktionen. 

Man wird im allgemeinen der- graphischen Darstellung 
der Funktion schon ansehen können, ob man mit zwölf 
Ordinaten eine ausreichende Genauigkeit erhält. Die zwölf 
Ordinaten müssen die Kurve chamkterisieren, es dürfen 
zwischen ihnen keine beträchtlichen Maxima oder Minima 
vorkommen. 

Es seien z. B. (Fig. 4) die Ordiuaten y^y^ ... 2^12 gleich 
+18, +20, +18, +10, -1, —10, —14, —15, —14, —10, +3, +13, 
so ist die Eechnung in folgender Weise auszufuhren: 





+ 13 


18 

+ 3 


20 18 
— 10 —14 


10 
15 


— 1 
14 


10 


Differenz: 
Summe: 


13 

15 
13 

28 
2 


15 
21 

30 32 
25 

55 32 
5 


30 32 
10 4 


25 
— 5 

13 
-10 - 


+ 13 
15 

21 10 
-15 —5 


10 

4 


Summe: 
Differenz: 


Summe: 
Differenz: 


3 
23 


6 5 
36 15 


4 



Sinusglieder 


14 






47.6 


1.7 4.3 




32 




28—32 


46 


1.7 




47.6 


4.3 




93.6 


6.0 


4 


1.6 


2.6 





Kosinusglieder 





7.5 


2.5 3 




3 6 


31.2 






5 4 


23 


3 4 


23—15 


8 


30.5 


0.5 




10 


31.2 


1 




18 


61.7 


0.5 


8 


2 


0.7 


+ 1.5 
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126o = + 18 6ai = + 93.6, 6a2 = + 6.0, 6a^ = — 4, 
12&e = -2 62^=4-61.7, 6&2=-0.5, 6&s = + 8, 

6a4 = — 2.6, 6a5 = — 1.6 
66^^ — 1-1.5, 665^ 0.7. 

Dasselbe Schema kann man nun verwenden, um die 
Probe zu machen und die Größen u und v (d. s. die Diffe- 
renzen und Summen je zweier Ordinaten) aus den geftmdenen 
Werten von a und b zu ermitteln. So finden wir z. B. aus 
0^,02... ti% nach derselben Bechnung die Größen t«i/2, 
M2/2...tt5/2 oder aus 6%, 6 02,... 6 05 die Größen Su^, 




o ßo* eo' 90" 220' 



O'MO^ 



Figur 4. 

93.6 
-1.6 



6.0 
2.6 



Summe: 92.0 
Differenz: 95.2 



3.4 

8.6 



—4 



46.0 
3.0 
4.0 


82.4 7.4 


92.0 +4 


42.0 
3.0 


82.4 
7.4 




45.0 
39.0 


89.8 
75.0 


96.0 
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d.h. 3iii = 45.0, 3^2 = 89.8, 3 «3 = 96.0, 

Ml = 15.0, W2 = 29.9, «8 = 32, ' 

3u^^ 75.0, 3 % = 39.0 
t*4 = 25.0, «5 = 13. 

Die Übereinstimmung mit den gegebenen Werten 

w^«15 «2 = 30 «3 = 32 «4 = 25 «5 = 13 

ist genügend, in anbetracht dessen, daß die Multiph'kationen 
auf eine Dezimale abgekürzt sind. 

In ähnlicher Weise erhält man die Größen v aus den 
Größen 6. 

9 61.7 -0.5 8 

-1 -0.7 1.5 



8 61.0 1.0 8 


10 62.4 2.0 




1.0 


0.5 +30.5 






54.0 






8 61.0 


10 


8 8 


10 


1.0 8 






2.0 


9.0 


9.0 


7.5 




69.0 


54.0 


22.5 




78.0 


63.0 


30.0 


12.0 


60.0 


45 


15.0 





Mithin also 

6t;o = 78.0 3 Vi = 63.0 3^2 = 30.0 3^3 = 12.0 
6t;e 60.0 3t;5 = — 45.0 3^4 = - 15.0 

in Übereinstimmung mit den gegebenen Werten. 

Es kann mitunter wünschenswert sein, die gefundene 
Zerlegung an mehr als zwölf Stellen der Periode aus- 
zurechnen. Das kann ebenfalls mit Hilfe desselben Schemas 
geschehen, wenn man nur eine Phasenverschiebung um jr/4 
vornimmt. Setzen wir nämlich 



so ist: 



af=x — 7r/4, 
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ai &mx + 6, cosa; = "^ i ginic' + r- cosaf 

a« sinS a; + 6o cos3 a; = — ^^^^tj sin3 ;r' + ^^— cos3 a^ 

' : ' y2 'y2 

«2 8in2 a; + &2 cos2 a? = — 63 8in2 ^ + aj cos2 a/ 

«4 8in4 ic + 64 cos4 a? = — a^ sin4 a/ — 64 cos 4 af 

&6COs6a;= fegsinGa;' 

In Bezug auf x' spielen also die Großen 

«1 =» p^- , «2 = — t>2 , «8 = T=— y a^ = — a 



y2 y2 



4 > 



«5-^5 

dieselbe Rolle wie die Großen a, b in bezug auf x. Man 
berechnet aus ihnen nach dem Schema die entsprechenden 
Größen u\ 1/ und damit die Ordinaten an den zwölf Stellen 
der Periode af=a'2nll2, die in der Mitte zwischen je 
zwei der gegebenen Ordinaten liegen. Das Glied ftgsinGa;' 
verschwindet an den zwölf Stellen. 

In dem obigen Fall haben wir z. B. 



a: 
6: 


1.5, 


15.6, 
10.3, 


1.0, 
0.1, 


0.7, 
+1.3, 


0.4, 

+0.2, 


0.2 
0.1, 


0.2 


+ 6: 
a — h: 




25.9 
5.3 




+0.6 
2.0 




0.3 
0.1 




a': 
V: 


1.5 


3.7 
18.3 


0.1 
1.0 


0.4 
1.4 


0.4 
0.2 


+0.1 
+0.2 
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Damit ei^bt sich: 

3.7 0.1 
0.1 0.4 



-0.4 



1.5 




18.3 
+0.2 



1.0 
0.2 



-1.4 



Summe: 3.8 0.5 
Differenz: 3.6 —0.3 



-0.4 



1.5 
1.5 



18.5 
18.1 



0.8 
1.2 



1.4 



1.9 








0.4 


3.1 


0.3 




-0.4 






3.8 +0.4 


1.5 




3.1 




0.4 


— 


-0.3 




1.9 




2.8 


4.2 


1.1 




3.4 





1.5 18.5 
0.8 1.4 


0.6 

15.6 
1.5 


0.4 9.2 

1.5 +1.4 


1.5 1.2 


2.3 

17.1 


2.1 
15.6 


1.1 
10.6 


■ 


19.4 
14.8 


17.7 
13.5 


11.7 
9.5 


0.3 



19.4 17.7 11.7 
1.9 2.8 



0.3 -9.5 -13.5 -14.8 
4.2 3.4 1.1 



Summe: 19.4 19.6 14.5 4.5 -6.1 -12.4 -14.8 
Differenz: 15.8 8.9 -3.9 -12.9 -14.6 

Die letzten beiden Reihen enthalten die Ordinaten für 

x=7ij^yX=njA+7ilQy a;=jr/4+2-7r/6, ..., Ä?=7r/4+ 11-^/6, 

wenn man die Zahlen in der zweiten Keihe in der Reihen- 
folge von rechts nach links nimmt. 

Wenn die gegebene Funktion durch zwölf Ordinaten 
nicht hinreichend charakterisiert werden kann^ so muß man 
das Schema für einen größeren Wert von r aufstellen, was 
keine Schwierigkeiten hat. In der Zeitschrifib für Mathe- 
matik und Physik, Bd. 48, S. 449 u. f. habe ich das Schema 
für 36 Ordinaten aufgestellt, auf das hier verwiesen werden 
möge. 

Bei einer großen Anzahl von Ordinaten kann noch 
eine Bemerkung für die Rechnung von Wert sein. Sollen 
nämlich aßhß für einen Index ß ausgerechnet werden, der 
mit r einen gemeinsamen Teuer m hat, so daß 
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«o ist 

und daher 

Mithin lassen sich in den Summen 

SjfamißXay 2! jfa OOSß Xa 

o 

alle die Glieder zusammenfassen^ deren Index a um ein 
Vielfaches von r' voneinander verschieden sind. Man schreibt 
zu dem Ende die Ordinaten f/iPi-'-yr i^ Eechteckform in 
m Reihen von je / Gliedern und addiert kolonnenweise 

Vi »2 •••»/ 



y/+i 


yr'+2 . 


-yw 






yr-./+ 


l^r — / + 2- 


"Vr 


3: JS?! 


j8^2 • • 


.Z/ 



Summe: 

Die Größen z sind dann ebenso zu behandeln, als ob man 
es nur mit / Ordinaten zu tun hätte, und liefern die 
Werte aßvß, Ißvß für ß^ßLy 2ßUy 3ßi. usw. 

Wenn z. B. r gleich 28 genonunen wäre, so würde 
man % und 2^ finden können, indem man die 28 Ordinaten 
in vier Kolonnen zu je sieben Gliedern schreibt. Sind 
^1^2 ^8 ^4 ^^ Summen der vier Kolonnen, so hätte man 



und damit: 



Differenz: w^ 
Summe: VqV^v^ 



t^i = 14 «7 Vq — 1?2 = 14 &7 . 

Auf diese Weise kann man die höheren Wellen mit 
leichter Mühe ermitteln, vorausgesetzt, daß man die Ordi- 
naten für die betreffenden Teilpunkte der Periode leicht ent- 
nehmen kann. Denkt man sich auf diese Weise die Wellen 
für ß> 5 bestimmt, so kann man für die Zwölfteilung der 
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Periode den Beitrag abziehen, den diese höheren Wellen bei 
jeder der zwölf Ordinaten ausmachen und kann die niedri- 
geren Wellen nach dem oben gegebenen Schema aus den 
so korrigierten Ordinaten bestimmen. Oder man könnte 
auch die niedrigeren Wellen zunächst ohne Berücksichtigung 
der Korrekturen der Ordinaten berechnen. Die höheren 
Wellen fügt man dann in solcher Verbindung mit den nie- 
deren hinzu, daß die Ordinaten an den zwölf Teilpunkten 
ungeändert bleiben. Sind z. B. a^,hj berechnet, so fügt man 

-{-hrjcosl x — h^ cosbx 
zu den gefundenen niederen Wellen hinzu. Denn da 

sin7a;+ sin5a; = 2sin6a;cosa; 
cosTa: — cos5a? = — 2sin6a?sin:r, 

so verschwindet der hinzugefügte Ausdruck an den zwölf 
Teilpunkten a; = a«jr/6. Ebenso kann man für irgend einen 
höheren Wert von ß 

üß Binß x + Uß sin (12 — ß)x 
+ ^ß cos/8 x — hß cos(12 — ß)x 

hinzufügen, ohne die zwölf Ordinaten zu ändern. Für ß = 6 
kann man a^sia6x hinzufügen, ohne die Ordinaten zu ändern. 
Wenn man für eine Einteilung der Periode in r Teile 
sich auf weniger als r/2 Wellen beschränkt, so werden im 
allgemeinen nicht alle Fehler gleich Null. Das mittlere 
Fehlerquadrat 

llr2^{y,-N{Xa)y 

a 

läßt sich in analoger Weise darstellen, wie es oben für den 
Fall des Integrals geschehen ist. 

Aus den Gleichungen (3) folgt durch Multiplikation mit 
aß und iß und Addition 

2{t/a-N{Xa,))N{Xa) = 
und daher 

ot 

Zugleich folgt aus (4) 
llr:S(N{Xa)y = H+'l,ial + ll + ... + al + K) . 
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Damit erhalten wir den Satz^ daß für die beste Ajmaherung 
das mittlere Fehlerquadrat die Form hat 

llri:ifi-hl-^Uial + bl + ... + al + bi) 

oder^ wenn man statt der Ordinalen y die Größen u und v 
einführt^ 

und damit kann man das mittlere Fehlerquadrat in die beiden 
Teile teilen 

i/rK + V2(t^+t^+-+''5»-i)+'1»)-*S-V*(ft!+-+6n) 

und 

'l2r{ul + ul+... + ul,_,)-%(al + al+... + al). 

Da die Größen b nur von den Größen t;, die a nur von 
den u abhängen^ so müssen beide Teile für sieh positiv 
oder Null sein. Denn man könnte ja die Größen u alle 
gleich Null annehmen ohne die v und b zu ändern. Dann 
wären die Größen a alle Null und der erste Teil würde 
als mittleres Fehlerquadrat positiv oder Null sein müssen. 
Das analoge gilt fiir den zweiten Teil. Es empfiehlt sich^ 
die beiden TeUe für sich zu berechnen. Sie müssen beide 
klein werden y wenn das mittlere Fehlerquadrat klein ist. 
Wenn ein grober Fehler in der Berechnung der a oder b 
gemacht ist,, so erfährt man also, in welcher von den beiden 
Abteilungen er steckt. 

Bei dem oben berechneten Beispiel erhalten wir 

ilr{vl+y,{v\ + vl + ... + vl,_,)+vl,) = b6,0 
^(ul + ul + ... + ul,_,)^122ß. 

Andererseits ist 

bl+^l,lyi= 55,1 
72»? = 121,7. 

Für das konstante Glied und die erste Sinuswelle ist 
mithin das mittlere Fehlerquadrat gleich 

(56,0 — 55,1) + (122,6 — 121,7) = 1,8. 

Nimmt man noch die zweite Sinuswelle hinzu, so verkleinert 

Bunge, Theorie und Praxis der Reihen. 11 
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sich das mittlere Fehlerquadrat noch um 

V2 («? + &?) = 0,5. 
Durch die dritte Welle verkleinert es sich um 

V2^ + 6?) = iA 

und beläuft sich dann also auf 0,2. 

Wenn die Zahl der Glieder gleich der Anzahl r = 4A 
der Ordinaten genommen wird, so werden alle Fehler Null 
und es muß sein: 



= il+%{hl + -> + ilH^i) + h: 



L 



2^K + wI + ... + w|A_i) = V2(a? + a2 + --- + a|A-i). 

Diese Formeln können ebenfalls als Probe für die Rech- 
nung verwendet werden. 

Man kann die Werte der Koeffizienten auch auf gra- 
phischem Wege ermitteln, z. B. in der Weise, daß man die 
Strecken mit den Komponenten 

yaOoa(ßXa)y ya&in(ßxa) 

wie bei einem Polygonzug oder bei einem Kräfteplan an- 
einander abträgt. Für positive Werte von y« gibt y« selbst 
die Länge und ßXa den Richtungswinkel der Strecke an. 
Für negative Werte von y« gibt der absolute Betrag von 
ya die Länge an, während der Richtungswinkel gleich ßXa 
+ 180^ zu setzen ist. Setzt man die Strecken, die man 
auf diese Weise für a = l, 2, ... 12 erhält, aneinander, so 
resultiert eine Strecke mit den Komponenten 

2 ya Goa(ß Xa) = iß r 12 und i:ya&in{ßXa) = aßrl2 . 

a a 

Bezeichnet man die Länge dieser Strecke mit Lß und den 
Richtungswinkel mit Xß, so ist 

bßrl2 = LßC0&(Xß) 
aßrl2 = LßBiD.{Xß). 

Man kann daher die beiden Glieder aßsiji{ßx) und bßCOB(ßx) 
in der Form 

2/r Lß cos (ßx — Xß) 
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zusammenfassen^ was graphisch durch 2/r-tel der Projektion 
der gefundenen Strecke auf eine Gerade mit dem Sichtungs- 
winkel ßx dargestellt werden kann. 

Auch hier würde man mit Vorteil vor der Konstruktion 
die Zusammenlegung der Glieder vornehmen, für die die tri- 
gonometrischen Funktionen die gleichen oder entgegen- 
gesetzten Werte haben. 

Es kann indessen kaum zweifelhaft sein, daß die oben 
beschriebene Bechnune schneller und genauer zum Ziele 
fahrt als die Zeichnung^ Gleichwohl mag mancher die Zeich- 
nung vorziehen. 

Bei der Zeichnung tut man gut sich Schemata herzu- 
stellen, welche sechs Gerade mit den Bichtungswinkeln 
a . 30®, a = 1, 2, 3 ... 6 enthalten, die sich in einem Punkte 
schneiden. Mit einem Parallelenlineal übertragt man dann 
die Sichtungen nach irgend einem anderen Punkte der 
Zeichnung. 

Man kann die Werte iß aß auch als Koordinaten des 
Schwerpunktes konstruieren der Punkte mit den Koordinaten 

2 ya co^ißXa) , 2 ya sin {ßXa) . 

Die Punkte erhält man, indem man vom Anfangspunkt der 
Koordinaten bei positiven Werten von y« in der Sichtung 
ßXay bei negativen in der Sichtung ßXa + '^iO^ eine Strecke 
von der Länge 2^« abträgt. Wenn man mit den Sadien 
2ya um den Nullpunkt Kreise schlägt, so sind alle in Be- 
tracht konmienden Punkte Schnittpunkte dieser Kreise mit 
den oben besprochenen sechs Geraden. 

Ist Iß die Entfernung des Schwerpunktes vom Nullpunkt, 

Cß=zaß-f-Oß. 
Das mittlere Fehlerquadrat läßt sich dann in der Form 

ilri:(t,„Y-{i^+iil+...+iil) 

Ol 

schreiben. Die Quadratwurzel aus der Summe der Quadrate 
kann mit Hilfe des pythagoreischen Lehrsatzes aus den 
einzelnen Längen durch fortgesetzte Zusammensetzung ge- 
wonnen werden. 

Die beiden Glieder aß&inßx und ißQOsßx können in 

der Form 

lßCO&{ßx — Xß) 

11* 
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zusammeDgefaßt werden. Man kann den Wert dieses Aus- 
drucks bequem konstruieren^ indem man um die Verbindungs- 
linie des Nullpunktes mit dem gefundenen Schwerpunkte 
als Durchmesser einen Kreis schlägt und die Strecken auf- 
sucht, die vom Nullpunkt in der Richtung ßx oder ßx-{-\SO^ 
bis zur Peripherie des Kreises laufen. Dann ist lßCOB{ßx—Xß) 
gleich dem positiv oder negativ genommenen Betrage der 
betreffenden Lange, je nachdem der Bichtungswinkel gleich 
ßx oder )8ic + 180<> ist. 

Bechnung sowohl wie Zeichnung werden beschwerlich, 
sobald die Zahl der Ordinaten sehr groß genommen werden 
muß, um die gegebene Kurve in all ihren charakteristischen 
Einzelheiten darzustellen, und wenn zugleich die Zahl der 
zu berechnenden Glieder groß ist. 

Man tut jedenfalls gut die Zahl r so zu wählen, daß 
sie zahlreiche Teiler hat, z. B. r = 60. In diesem Falle 
würden Multiplikationen mit 13 verschiedenen Faktoren 
nötig werden oder mit zwölf, wenn man die Multiplikation 
mit 1/2 nicht rechnet. 



§ 18. Der Apparat von Michelson und Stratton. 

Es sind zahlreiche Apparate konstruiert worden, um 
die Summationen 

ütfa Sm(ßXa) , 2:ya cos (ßXa) 
a a 

oder, wenn man zu unendlich vielen Ordinaten übergeht, 
die Integrale 

in 2n 

\f(x) sin {ßx)dXy ff{x) cos (ßx) dx 



auf mechanischem Wege auszuführen. 

Der vollkommenste dieser Apparate ist der von A. A. 
Michelson und S. W. Stratton, der hier beschrieben 
werden soll. Die Summation wird hier dadurch bewirkt, 
daß r parallele vertikale Spiralfedern an einem um eine 
Achse (zwei Schneiden) mit möglichst geringer Beibung dreh- 
baren Körper in einer sogleich näher zu beschreibenden 
Weise angreifen. Ihnen hält eine größere Spiralfeder das 
Gleichgewicht, deren eines Ende fest ist. Das eine Ende 
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der a-ten der kleineren Federn beschreibt, wenn die Kurbel 
des Apparates sich um den Winkel 9? dreht, einen Weg 

mf(Xa)sm{(pa) 

oder bei einer Umschaltung des Apparates 

mf{Xa)co&{q)a), 

wo m ein von den Dimensionen des Apparates abhängiger, 
allen Federn gemeinsamer Faktor ist. Dadurch wird in der 
Feder eine Spannung hervorgerufen und durch den Hebel 
auf die große Feder übertragen, deren bewegliches Ende 
infolge der sämtlichen Spannungen den Weg 

mf ' I!f{Xa)Bm{q)a) oder mf 2!f{Xa)oo8{(pa) 

beschreibt. Diese Bewegung wird auf einen Schreibstift 
übertragen, der auf einer sich mit der Kurbel gleichmäßig 
senkrecht zur Bewegung des Stiftes fortbewegenden Tafel 
eine Kurve aufzeichnet Die Ordinate dieser Kurve liefert 
in geeignetem Maßstab gelesen den Wert von 

I!f{Xa)sin{q)a) oder I!f(Xa)coQ{(pa) 

zur Abszisse (p. Die Ordinaten für die Abszissen 93 = /? 2 nfr 
(/S = 1, 2, . . . n) sind nichts anderes als die Werte von aß r/2 
oder fe/?r/2, so daß eine Umdrehung der Kurbel alle Werte 
o^ »2 . . . ^K und eine andere Umdrehung der Kurbel bei Um- 
schaltung des Apparates alle Werte ij &2 • • • ^» liefert. 

Die Fig. 5 gibt die wesentlichen Teile eines Elementes 
wieder. 

D ist ein Zahnrad mit a.Jc Zähnen, das in ein zweites 
Zahnrad Ä mit k Zähnen greift, so daß, wenn D sich um den 
Winkel 9? dreht, Ä den Winkel acp beschreibt. An dem 
Zahnrad Ä ist mit einem Exzenter ein Arm angebracht, 
dessen anderes Ende an dem Hebel B angreift, der bei der 
Drehung von D sich hin und her bewegen muß. An dem 
anderen Arme des Hebels B ist in verstellbarem Abstand d 
das Ende einer Stange R angebracht, deren anderes Ende 
einen einarmigen Hebel bewegt. Die Spitze dieses Hebels 
möge den Weg x beschreiben. In erster Annäherung ist 
dann x proportional sin (97 a) oder cos (95 a), je nachdem wir 
die Drehung 99 von der Lage anfangen lassen, wo x seine 
mittelste Stellung oder seine höchste Stellung annimmt. Denn 
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X vollendet einen Hin- und Hergan^^ wenn (pa um 2n zu- 
nimmt. Es läßt sich daher in eine Reihe nach sin und cos 
der Vielfachen von q)a entwickeln, deren erstes Glied unter 
den gemachten Annahmen proportional sin 99 a oder cos 99 a ist. 



«f 




Figur 6. 

Andererseits ist x der verstellbaren Länge d proportional. 
Wenn wir d also proportional f{x^ machen^ so wird x pro- 
portional f{x^^m{(pa) oder f{Xa)coB{(pd), x ist zugleich der 
Weg, den das eine Ende der Feder s beschreibt. Das andere 
Ende greift mit dem Hebelarm a an dem Korper C an. 
Ist y der Weg, den das bewegliche Ende der großen Feder S 
beschreibt, die am Hebelarm b bxi C angreift, so ist x^a/b • y 
die Verlängerung der Feder s. Ihre Spannung i» kann daher 
gleich 
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gesetzt werden, wenn Pq die Spannung fav x = y = und p^ 
die Zunahme der Spannung für die Dehnung 1 bedeutet 
Die Spannung P der großen Feder kann ebenso gleich 

gesetzt werden. Da nun beim Gleichgewicht HpQ = Pq und 
2p = F sein muß, so ist 

und daner 

2x^{P^lp^ + a[b'r)y. 

Mithin ist y nur um einen konstanten Faktor von 2x 
verschieden, d. h. es ist 

y = m'2f(Xa) sin (9? a) oder y = m'2!f(Xa) cos (9? a) . 

Die Bewegung y wird durch einen an der Spitze u be- 
festigten Dralit auf den Schreibstift übertragen. Die r Zahn- 
räder D sind auf einer Welle befestigt und werden gleich- 
zeitig um denselben Winkel gedreht. Die Zahnräder Ä bewegen 
sich dann aber mit verschiedenen Geschwindigkeiten, ver- 
setzen sich gegenseitig und kehren erst nachr Umdrehungen 
der Kurbel relativ zueinander in dieselbe Lage zurück. 

Der Gebrauch des Apparates verlangt also die folgenden 
Handhabungen. Man hat zunächst die r Hebel d den Or- 
dinaten f(Xa) der zu zerlegenden Kurve proportional zu 
machen. Alsdann hat man, um die Größen Uß zu jßnden, 
die Zahnräder Ä in solche Lagen zu bringen, daß alle 
Hebel ihre mittlere Lage haben. Eine Umdrehung der 
Kurbel Uefert dann die Kurve mit den Ordinaten aß. Um 
die Größen hß zu jßnden, hat man die Zahnräder A in solche 
Lagen zu bringen, daß die Hebel in der äußersten Lage 
sind und die Größen x ihren höchsten Betrag haben. 

Zugleich ermöglicht der Apparat auch die ermittelten 
Sinus- und Cosinusfunktionen wieder zusammenzusetzen und 
die Probe zu machen, wie weit ihre Summe die gegebene 
Funktion darstellt. 

Man braucht dann nur die Hebellängen d gleich aß 
oder hß zu machen, statt gleich f(Xa)f und die Zahnräder Ä 
in die richtige Anfangslage zu bringen. Dann liefert die 
Umdrehung der Kurbel eine Kurve mit der Ordinate 

Haß sin(9? ß) oder Hbß coq(<p ß) . 
ß ß 
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Ihre Summe ist bis aaf die KonstaDte % gleich der 
Funktion f{x). 

Die folgende Figur gibt eine Gesamtaneicht eines mit 
80 Elementen ausgeitüirten Apparates. 



Beisqiele von der Leistungsfähigkeit des Apparates 
geben Miohelson und Stratton in ihrer Abhandlung.'*) 



•) A. A. Michelson and S. W. Stratton. A new 
io Analyser. Phil. Mag. Jan. 1898. Tgl. Pig. 7 S. 181. 
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§ 19. Beispiele analytiseher Zerlegungen. 

Auch bei analytisch darstellbaren Funktionen kann unter 
Umständen die Zerlegung mit geringerer Mühe und aus- 
reichender Genauigkeit bewerkstelligt werden, indem man 
die Funktion durch eine diskrete Anzahl von Ordinaten in 
gleichen Abstanden ersetzt. Wenn aber die Integrale in 
einfacher Weise ausführbar sind, so wird man die anaJytische 
Darsteüung der Koeffizienten aß und hß vorziehen. 

Man kann auch bei den Integralen unter Umstanden 
mit Vorteil Zusammenlegungen vornehmen. So hat man 
wegen 

mi{ßx)^ — sin(jS (2 TT — x)), cos(/? x) = cos(/? (2 jt — x)) 
7iaß = \f{x) 8in(ßx) dx = \{f{x) — /*(2 n — x))%\n{ßx) dx 



7ziß = if(x) G08{ßx) dx = Uf{x) H-Aä n — x)) cos (/8 a;) dx . 



Statt fi^n — x) kann man natürlich auch f{ — x) schreiben. 
Wir setzen: 

^(x) = f{x)—a-x) y,{x)=f(x) + fi-x). 

Aus analogen Gründen ist dann für ungerade Werte 

von ß 

naß = jf(x) sin(ßx)dx = jcp (x) sin(/8 a;) dx 





= j{(p {x) + <p(7i — x)) sm(ß x)dx 



ü 

27t 



7ibß = if(x) cos(ßx)dx = (\p {x) QOB{ßx) dx 



n\2 

= (tp(x) — y;(7i — x))(i08(ßx) dX 


für gerade Werte von ß dagegen 
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7fj2 

7iaß = j{q) (x) — q){7i — x))&ia(ßx)dx 



^hß = Uy^{x) + y)(7i — x))QOB(ßx)dx. 



Man kann aus diesen Zusammenlegungen unter Um- 
standen von vornherein das Verschwinden einer Beihe von 
Koeffizienten erkennen. So verschwinden z. B. iuTf{x)=f{ — x) 
alle Größen aßy für f{x) =—f( — x) alle Größen bß. Für 
f(x + 7i)^ — f(x) oder f{7i — x) = — f{ — x) ist 

(p{n — x) = fin — x) — f{x — n) = — /*( — x)+f(x) = q) {x) 

und 

tp{jz — x)=«f{7i — x) + f{x — jr)=« — f{ — x) — f{x) = — tp{x) 

und daher verschwinden in diesem Fall alle Größen aßbß 
mit geradem Index. 

1. Beispiel. Es soll die darzustellende Kurve von 
5?=:0 bis h die Ordinate +1 haben^ von x = h bis 27t — h 
soll sie mit der Abszissenachse zusammenfallen und von 
^ = 2^1 — h bis 271 soll sie wieder die Ordinate 1 haben. 

Dann ist 

f{x)—f{27i — x) = 

2 zwischen x==0 und x = h 
zwischen x=^h und a; = ;7i 



f{x)+f(27Z — X)== 

Daher ist 



feo =Ä/jr, aß = 0, iß = IJTi 1 2 QOs(ß x) dx '=' -^&bi(ß h) . 

Der gesuchte Näherungswert ist 

sin 2 Ä 

N{x) = 1/71 [A + 2 sinÄ cosx + 2 — ^ — cos( 2x) + ... 

, ^sin(»Ä) . ., 
+ 2 — ^^ — ^cos(na;)l. 

Das mittlere Fehlerquadrat ist gleich 

1 fio . rt . «x . ^sin22Ä , . _sin*(nÄ) 
h^ + 2sm^h + 2 — -, [-... + 2- ^ ' 



71 71^ 



n 



2 
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Der Näherungswert macht, wie wir wissen, das mittlere 
Fehlerquadrat so klein wie möglich. Damit ist aber noch 
;nicht bewiesen, daß dieses Minimum beliebig klein wird, 
wenn wir die Zahl der Glieder des Näherungswertes größer 
und größer machen. Um dies zu zeigen, wollen wir zu- 
nächst nachweisen, daß mit wachsendem n für jeden Wert 
von X der Näherungswert sich einer bestimmten endlichen 
Grenze nähert. 

Zu dem Ende schreiben wir in dem Integral, welches 
hß ausdrückt statt x den Integrationsbuchstaben t und fassen 
N{x) in der Form zusammen: 

h 

N{x) = ll7if{l +22 cos)S^coS)S4 dt 0*= 1, 2, . . . w) 
6 ß 

Nun ist, wenn e('+«')'=j>, ef^^-^)* = q geschrieben wird, 

1-f 2'2cos/8<cos/8a: gleich dem reellen Teil von 

ß 



Oder da 



1? — 1 q — 1 

1 j)n+l_^ pn+l 1 1+p 

2^ p—1 '~p — l'^21—p 

2^ q — 1 ~q — l'^21-q 

und femer - — - und rein ima&inär sind 

1— jp 1 — g 

so folgt: 

l+2'2coSi8^cosa: deich dem reellen Teil von --{ 

ß ^ ^ JP — 1 q — 1 

gleich dem reellen Teil von -^. jj- + -j, jr 

_ 8in(n + V,) {t+x) 8m(» + V^) {t - x) 
2 sin ^ 2 sin "^ 
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Somit können mr schreiben 

^ ' 27iJ sinll2(t + x) 2nj 8ml/2{^ — a;) 

u u 

oder auch 9 wenn im zweiten Integral — t als Integrations- 
variable eingeführt wird 

27iJ sml/2{^ + a;) 
—h 

Hier führen wir — - — = u als Integrationsvariable ein 
und erhalten 

2 



71 J sint* 

X — A 



Dabei kann x positiv und nicht größer als n vorausgesetzt 
werden und h ist kleiner als 7i\ denn wenn wir N{x) für diese 
Werte kennen^ so ist es wegen N{ — x) = N{x) auch für die 
Werte x=^ — n bis oder jt bis 2^^ bekannt. 

In dem Integral schreiben wir nun (2«+l)«e = ;8f und 
erhalten , , 

(2„ + l)_X_ 

jrr. x__-,/ [ sin(^) dz 

Wir betrachten zunächst den Fall, wo die untere Grenze 0, 
die obere nicht größer als (2n+l) nj2 ist und zerlegen das 
Integral in Teile, die über die Teilstrecken z = 0\yiBny n bis 
2 Ji, 2^ bis 3 TT usw. erstreckt sind. Diese Teile sind ab- 
wechselnd positiv und negativ, da sin(;8f/2n+l) sein Zeichen 
behält imd sinjgr sein 2ieichen wechselt. Bezeichnen Qqj q^ 
^2 ... ^, die absoluten Beträge der Teile, so haben wir 

Anz dz 



j si 



sin;8f/(2w+l) 2n + l' 



a:T 
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wenn man von dem letzten Teil q, absieht, wo die obere 
Grenze kein Vielfaches von n zu. sein braucht. Da zl{2n + l) 
nicht größer als 7r/2 ist, so nimmt 3inzl{2n+l) mit wach- 
sendem jgr bestandig zo. Daher wird für zwei Werte von z, 
die sich nur um ein Vielfaches von n unterscheiden, dem 
größeren Wert der kleinere Wert von 



entsprechen. ' 

Mithin müssen die Größen Qa mit wachsendem Index 
abnehmen und daher liegt das Integral zwischen 

^0 öl + • • • + Qa-l lind öo — öl + • • • ± öa-l + öa . 

Denn die Summe Qa — Qa-\-i + • • • + ö» '^* ^^^^ ^ ^® beiden 
Formen bringen 

, {Qa Qa + l) + iQa + 2 Qa + s) + • • • 

und 

Qa (öa+l Öa+a) (öa+8 Qa-\-A) — •••> 

aus denen, da die Elammergroßen positiv sind, hervorgeht, 
daß Qa — öa+i + -- + ö« positiv und kleiner als Qa ist. 

Läßt man nun für einen gegebenen Wert von a den 
Wert n unendlich groß werden, so geht +Qa über in 

(a + l)^ 

, ßinis 



ajt 



da sin je?/ (2 n + 1) (2 n + 1) für hinreichend große Werte von n 
beliebig wenig von verschieden ist. Das Gesamtintegral 
ist daher für große Werte von n um nicht mehr als Qa von 

an 

Qo — Qi + "-± Öa-i = 1/^ / -y dz 



verschieden. Für hinreichend große Werte von a wird Qa 
beliebig klein. Folglich geht der Wert des Integrals für 

unendlich großes n über in 

00 

. , fsmz , 
Inl dz. 

' J ^ 




174 ni. Abschnitt. Die Fouri er sehen Beihen. 

Dies Integral stellt einen endlichen Wert dar^ weil es als 
unendliche Reihe ^o — ^1+^2 — • • • geschrieben werden 
kann^ deren Glieder mit abwechselndem Zeichen beliebig 
klein werden. 

Wir haben also: 

e 00 

-. , /sin(2n+l)ii , /sin^g? 
hml/jT / — ^— ; '— du = In 1 dz. 

i.=oo J smw J ^ 



wo c<7t/2 vorausgesetzt ist. 

Unter dieser Yoraussetzuug ist das Integral von c un- 
abhängig. Folglich ist 

lim f^^^^±^du = Umf^^^^^+^du 

n=.ooJ smw J smw 





J smw 




Wird c zwischen ji/2 und 71: angenommen c = ji — (/, 
so ist 

e jr/2 

1 7zl — ^— ; '—du=l7il — ^ —du 

' J smu ' J Biau 



n — c 

, /sin(2n+l)M, 
' J smti 

Nun ist aber 

n — c «/2 

n=oo j smw ' J smv 

jr|2 e 

wie man sogleich erkennt, wenn man i; = jr — u in das In-? 
tegral auf der linken Seite einführt. Folglich bleibt 



c 

«=00 ' J smw 



u 
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noch ungeändert, wenn c über 7tl2 hinausrückt, voraus- 
gesetzt^ daß es kleiner als 7t bleiot. Für c = jr dagegen 
haben wir 

, /sin(2n+l)w, ,. ^, ßm(2n + l)u 

liml/7i / — ^— ; — du = lmi2/jr / — ^^— ;^ — du 

»=oo ^ J sinw ' J smu 



Ö 

oo 

/sin^ 
2 71 1 dz . 

' J ^ 





Nun läßt sich auch das Verhalten des Näherungswertes 
bei wachsendem n übersehen. Wir schreiben, je nachdem 
X — h positiv oder negativ ist: 

x-\-h X — h 



2 2 



/sm(2»+l)w /8m(2w + l)w, 

N(x) = In I — ^^-; ^— du — 1 71 1 — ^ . — '— du 

^ ' j sm« ' J 8inu 





oder 

x-{-h h — X 

~2~ ~2~ 

^^. . ., f&m{2n+l)u ^ , ., /8in(2«+l)w, 
N(x) = l Ttl — ^^^— ^ — ^— flfw + \ 71 1 — ^-^ — ^—du. 
^ ^ ' J sm«e ' J Binu 



Da — ^ kleiner als jr angenommen werden kann^ so 

ist im ersten Falle, d. h. wenn h<ix<n, der Grenzwert, 
dem sich N(x) mit wachsendem n nähert, gleich Null. Im 
zweiten Falle, d. h. <x<hy ist der Grenzwert gleich einer 
gewissen von x unabhängigen Konstanten: 

oo 

, /sin;8f 
2/jr/ dz , 

J ^ 



Für x = h endlich ist der Grenzwert gleich 

oo 

, f&inz 
ll7il-^dz, 



d. h. gleich dem halben Wert dieser Konstanten. 



176 in. Abschnitt. Die F o u r i e r sehen Reihen. 

Hätte nun die Konstante einen von 1 verschiedenen 
Wert w, so würde N{x)/m für große Werte von n zwischen 
x = und x = h sehr wenig von 1, zwischen x = h und 
x = 7i sehr wenig von Null verschieden sein. Dann aber 
wäre für große Werte von n der Ausdruck N{x)jm offenbar 
eine bessere Näherung an die gegebene Funktion als N[x). 
Das widerspricht aber der oben nachgewiesenen Minimums- 
eigenschaft von N{x), Folglich muß m den Wert 1 haben^ 
was man übrigens auch direkt nachweisen kann. 

oo 

J « 



Damit ist gezeigt^ daß die unendliche Reihe 

-« / Fl. I o • I. • oS'^2Ä ^ , ^sin3Ä 

IJTi ÄH-2smÄcosa;+2 — ^ — cos2a7+2 — ^ — cos3a:+... 

von x = (inklusive) bis 7t (exklusive) den Wert 1, für x = h 
den Wert ^/g, von x = h bis a; = 2jr — h den Wert 0, för 
x = 27i — h den Wert ^/g und von a? = 2jr — h bis a: = 2jr 
den Wert 1 hat. 

Das mittlere Fehlerquadrat von N{x) 

1./ 1/ Jj.2 I o • 2L I o®^"^2Ä , , sin2(»Ä) 

n/7i — 1/n^ Ä2 + 2 sm^ ä + 2 — j h • • • + 2 ^ — ■ 

muß demnach mit wachsendem n beliebig klein werden. 

Für einen gegebenen Wert von n ermittelt man hieraus^ 
wie klein der mittiere Fehler ist. 

So iÄt z. B. für h = nj2 und n=ll das mittlere Fehler- 
quadrat gleich 

1/2 — 1/4 — 2ln^ [1 + 1/3« + 1/52 + 1/72 + 1/92 + I/IP] 

d. i. etwa gleich 0,011. 

Da wir wissen, daß für unendlich große Werte von » 
das mittlere Fehlerquadrat verschwindet, so muß sein 



h 1 



n n^ 



A2 + 2sin»Ä + 2?^- + ... in inf. 



Daraus erhalten wir das mittlere Fehlerquadrat von ^(o?): 

+ 1)A 2sin2(n + 2 )A 
(n+l)2 + (w + 2)2 



r 2sin3(n. -. -- , 
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oder da der absolute Betrag des Sinus den Wert 1 nicht 
übersteigen kann: 

2 



Mittleres Fehlerquadrat < 2/ jr ^ 



f7irr7^o+..- 



L(n+1)2 ' (w+2)2 
Mittlerer Fehler < Ijji ^ßjn . 



< 



Tz^n' 



Die Genauigkeit der Näherung muß im Verhältnis zu 
n gering genannt werden. Das liegt an der Forderung, daß 
die Näherung bei x = h und x==2 7i — h plötzlich von 
1 auf und von auf 1 springen soll. Wir werden sehen^ 
daß bei stetigen Kurven der Anschluß genauer ist. 

Es ist lehrreich, zu xmtersuchen, wie sich N{x) mit x 
ändert, besonders in der Nähe der Sprungstellen x = h und 
rc = 27r — Ä. Liege zunächst x zwischen und h und 
wachse um die Größe k, so erfahrt N{x) die Änderung 

^, /'sin(2n+l)M , ., fsiu(2n + l)u ^ 

In I — ^— : — au — 1 71 1 — ^— ; — du . 

J smw ' J smw 

Der erste Teil ist dem absoluten Betrage nach kleiner als 

l/jT- l/8mu^.*kl2, 

X I h /JC I n 

WO u^ = — ^ — oder = — ^ |-Ä/2 zu setzen ist, je nachdem 

QUiu^ für den einen oder anderen Wert kleiner ist. Der 
zweite Teil ist, solange auch x-{-k noch kleiner als h ist, 
dem absoluten Betrage nach kleiner als 

l/jT- 1/sin«*^ «Ä, 

wo ti2 für — ^r Jfc/2 geschrieben ist. Die Gesamtänderung 

von ^(a?) ist mithin absolut genommen nicht größer als 

\\n (l/sin% + l/sint^g) * * > 

d. h. sie ist, solange x-\-k mindestens um einen bestimmten 
Betrag b kleiner bleibt als 1% und damit u^^^bl^^ von der- 
selben Ordnung wie k und der DiflRerentialquotient von l^ix) 
kann die endliche obere Grenze von 

Runge, Theorie und Praxis der Reihen. 12 
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I/tt (l/siniii + l/sinMg) 
nicht übersteigen. 

Anders wird es, wenn x + khis an h hinanrückt. Für 
den ersten Teil haben wir auch hier die obere Grenze 

1/jr • l/sintfi • Jcl2 . 

Der zweite Teil dagegen 

sin(2w+l)w 



- w - 



du 



smu 



wird jetzt nicht mehr von der Ordnung Je. Setzen wir wie 
oben (2 n-\- l)u^z und nehmen x so an, daß u^ ein ganzes 
Vielfaches von jr/(2n+l) ist, ti2 = a(7r/2n+l), so er- 
halten wir: 

Singer dis 



' J si 



8in^/(2w+l)2n + l' 



an 



Wir lassen jetzt k in Absatzen von der Größe 27il2n+l 
vorrücken. Da4 sind die Änderungen des Integrals ab- 
wechselnd positiv und negativ und lir schreiben in ana- 
loger Weise wie oben: 

wo ^ > ^' > q'^ usw. Der größte Wert, den das Integral 
dem absoluten Betrage nach haben kann, ist also gleich q, 
wenn k = 2nl{2n+l) gesetzt wird. Für große Werte von 
n ist sehr nahe 

^ = + l/n j dg . 



z 

an 



Bei großen Werten von n werden also die Schwankungen 
von N{x) in der Nähe von x = h selbst bei so kleinen 
Änderungen von x(k = 2 7ij(2 n + 1)) noch nicht klein. Denn 
es ist 2/ji2.1/(a + l)<^<2/jr2i/a. , Erst wenn k klein 
gegen 2jr/(2n + l) wird, werden die Änderungen von N(x) 
auch hier von der Ordnung von k. 

Die größte Oszillation ist die bei a = 0, hier wird 
sehr nahe 
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yt oo • 

Q=.lJ7i\ d0 = 1/2 — Ijn / dt^er, 



n 



d. h. ^ zwischen lj2-\-2jn^ und l/2 + l/jr2. Die vorher- 
gehende Oszillation (a = 1) ist schon erheblich kleiner^ sie 
liegt zwischen 2l7i^ und Ijn^y die davorliegende zwischen 
l/jr2 und 2/3 . l/:7r« usw. 

Halten wir a fest und lassen n wachsen^ so bleibt die 
betreffende Oszillation der Kurve y = N(x) von der gleichen 
Größe; aber sie rückt, da ä; + ä; = ä — 2a7i/{2n+l)y mit 
wachsendem n immer dichter an x-\-k = h hinan. Zu- 
gleich wird sie steiler und steiler, weil der Abszissen- 
unterschied Ä; = 2 7r/(2w+l) mit wachsendem n ebenfalls 
immer kleiner wird. 

Die letzte Oszillation (a = 0) ist die größte. Durch sie 
fällt die Ordinate der Kurve y = N(x), welche zwischen 
x = und h nahezu gleich 1 ist, bei x = h auf nahezu Vg. 

Wenn x über h hinausrückt, so haben wir in der Nähe 
von x^h wieder dieselben Oszillationen, nur in der um- 
gekehrten Eeihenfolge. Denn wir können schreiben 

x-\-h X — h 



f8m{2n+l)u I rsm(2n 

N(x)=l 71 I ^— : '—du — 1 7t I ^— r- 

' / smw ' / SU 



du, 
8iau 



Die Änderung des ersten Teiles ist, wenn x um Je zunimmt, 
wieder von der Ordnung k, die Änderung des zweiten 
Teiles ist ^ . 



- 1/. f'^^ 
J SIE 



du. 

81U.U 
X — h 
2 

Das ist derselbe Ausdruck, den wir eben besprochen haben, 

wenn «, = i^gesetet wird. 

Die erste Oszillation bringt die Ordinate auf nahezu 
hinunter und die folgenden Oszillationen lassen die Kurve 
um die Abszissenachse auf und ab schwanken in immer 
kleineren Amplituden. 

12* 
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Die folgende Fig. 7. zeigt eine Reihenfolge von Näherungs- 
werten, deren Kurven mit dem Apparat von Michelson 
und Stratton gezeichnet sind. 

Wie unsere Erörterung lehrt, zeigt auch die Figur, 
daß die Amplituden der Schwankungen in der Nähe von 
x = h keineswegs mit wachsendem n beliebig klein werden; 
sie ziehen sich nur um die Stelle x = h von beiden Seiten 
immer dichter zusammen. Auf diese Weise wird das 
mittlere Fehlerquadrat mit wachsendem n beliebig klein, 
ohne daß die Abweichungen alle beliebig klein werden. 

Wenn man in N(x) statt x einsetzt x — c, so erhält 
man einen Ausdruck, der in dem Intervall zwischen c — A 
und c + A und den korrespondierenden 2ji-\-c — h und 
2 jr + c + A usw. nahezu den Wert 1, außerhalb aber nahezu 
den Wert hat. Es ist dieselbe Kurve wie y = N(x)y nur 
um die Entfernung c parallel der Abszissenachse verschoben. 

Wir teilen nun die Periode 27i in 2r gleiche Teile 
und denken uns eine treppenförmige Kurve, die in dem 
ersten Teil x = bis ijc^njr im Abstände y^ parallel der 
Abszissenachse verlaufen soll, in dem zweiten Teile im 
Abstand y^ usw., im letzten Teü im Abstände y^r^ 

Sei c^ die Mitte des ersten Intervalls, Cg ^^ ^^^ 
zweiten usw., c^r die des letzten, so daß also 

Ca = (2 a — 1) • njr 

sei femer A gleich der halben Breite der Intervalle (A = :7r/2 r); 
dann stellt offenbar 

Zya N{x — Ca) (a = 1, 2 . . . 2 r) 

a 

einen Näherungswert für die Ordinate der treppenförmigen 
Kurve dar. Denn in einem der Intervalle sind alle Glieder 
mit Ausnahme eines einzigen sehr nahe gleich Null, und 
das nicht verschwindende Glied hat sehr nahe den verlangten 
Wert der Ordinate. Dieser Ausdruck ist die beste An- 
näherung an die Ordinate der treppenförmigen Kurve, die 
es bei derselben Zahl von Gliedern gibt, d. h. das mittlere 
Fehlerquadrat ist ein Minimum. Das erkennt man auf 
folgende Weise. Ist N{x) der beste Näherungswert von 
f{x)+g{x) für einen gegebenen Wert von n, so sind die 
Koeffizienten 
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h = ö-rfi^) + 9(P^))^^f aß = ll7i (f(x) + g(x)) Bm{ß x)dx , 



-/o 



Zn 



hß = l/jt I {f{x) + g (x)) co&(ßx)dx. 





Die Integrale lassen sieh nun in zwei Teile zerlegen, von 
denen der eine sieh nur auf f(x), der andere sich nur auf 
g{x) bezieht. 



Ä=/ 



7l''S 




4^Jt' 



Folglich ist N(x) gleich der Summe der besten Nähe- 
rungswerte von f{x) und g{x). Dasselbe gilt von beliebig 
vielen Summanden. Wenn wir daher die besten Näherungs- 
werte der einzelnen Teile der treppenförmigen Kurve ad- 
dieren, so ergibt sich der beste Näherungswert für die Kurve 
selbst. 

An den 2 r Teilpunkten der Periode wird der Ausdruck 

2'ya N{x — Ca) 

a 

sehr nahe gleich dem arithmetischen Mittel der beiden Werte 
von y, die den beiden benachbarten Intervallen angehören. 
Die Oszillationen von N(x) fanden wir auf beiden Seiten 
von x = h gleich, abgesehen von den Schwankungen, die 
von derselben Ordnung wie die Abszissenänderimg k sind. 
Auf beiden Seiten von x = — h oder x = 2ji — h sind sie 
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denen bei x^h entgegengesetzt. Die .Oszillationen von 
yaN{x — Ca) bei x = Ca + h sind ^«mal so groß wie die von 
N(x) bei x = h, und die von ya-\-iN{^ — ^a+i) an derselben 
Stelle x = Ca^i — h = Ca + h sind ^a+imal so groß wie die 
von N(x) bei x = — h. Daher sind die Oszillationen von 

ya N{x — Ca)+ya-\-l N{x — Ca-^i) 

ya — yo+inaal so groß wie die von N{x) bei x = h. Die 
Oszillationen der anderen Glieder sind an dieser Stelle sehr 
klein. Wenn also die Größen y« — ya+i sehr klein sind, 
so werden auch die Oszillationen der ganzen Summe um 
die Ordinate der treppenförmigen Kurve sehr klein werden. 
Eine jede stetige Funktion f(x) mit der Periode 27i 
kann nun mit beliebiger Genauigkeit durch eine solche 
treppenförmige Kurve ersetzt werden, wenn man die Stufen 
hüireichend zahlreich und damit sehr schmal und niedrig 
macht. Folglich kann auch f(x) durch einen Ausdruck von 
der Form 

üya N{x — Ca) 

a 

mit beliebiger Genauigkeit dargestellt werden. Der Mittel- 
wert des Quadrates der Abweichung von f{x) muß bei einer 
hinreichend großen Zahl von Gliedern beliebig klein werden. 

Wenn man daher direkt einen Näherungswert N{x) 
sucht, der den Mittelwert von (f{x) — N{x)y so klein wie 
möglich macht, so muß a fortiori dieser Mittelwert für eine 
hinreichend große Zahl von Gliedern beliebig klein werden. 
Mit anderen Worten: es wird, wenn f{x) eine stetige perio- 
dische Funktion von x ist, der mittlere Fehler von N{x) 
beliebig klein, sobald die Zahl der Glieder von N(x) hin- 
reichend groß genommen wird. 

Sobald \\mN{x) konvergent und, wie f{x)^ eine stetige 

Funktion von :r ist, so muß also 



[{f(x) — lim N{x) ydx^O 

J Ms=00 



sein. Daraus folgt aber sogleich, daß für alle Werte von x 
auch 

f{x) = lim N{x) 



n = oo 
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sein muß. Denn wäre für irgend einen Wert von x eine 
Differenz zwischen den beiden Werten vorhanden, so müßte 
wegen der beiderseitigen Stetigkeit für ein endliches Inter- 
vall von Werten eine Differenz bestehen bleiben. Das ist 
aber mit dem Verschwinden des mittleren Quadrates nicht 
zu vereinigen. 
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Mim kann auch direkt den Fehler von N{a)) unter- 
suchen. Nur müssen gewisse Voraussetzungen über f{x) 
gemacht werden, um zu beweisen, daß der Fehler mit wach- 
sender Gliederzahl beliebig klein wird. Man setzt zu dem 
Ende die Integrale für 5o> ^ß} ^ß i^ N{oo) ein und schreibt 
N{x) als Integral 

N{x)=.^\f(t){\ + 22(wi{ß()Bmßx + co%ßtQOBßx))dt 



^^ f{f){l + 2i:cosß{t — x))dt. 



Wie oben gezeigt^ können wir l + 22coQß{t — x) zu- 
sammenziehen zu sin (n + V2) (^ — » ^)/sin Y2 (ß — ^) 

JV(a:) = A.^(^.8in(w+V2)(^ — ^)/8inV2(<— ^)-^< 


oder wenn wir w = — - — in das Integral einführen 

n—xfi 

N{x) = 1/jr / f(x + 2u) sin(2 n+1) w/sinw »du, 

—xl2 

Das Integral zerlegen wir in zwei Teile, indem wir 
von — a;/2 bis und von bis ji — x/2 integrieren. In 
dem ersten Teile soll v = — u statt u als Integrations- 
veränderliche eingeführt werden. Statt v wollen wir dann 
aber wieder der Gleichförmigkeit wegen den Buchstaben u 
schreiben. So ergibt sich: 



184 m. Abschnitt. .Die F.ouri er sehen Reihen. 

N{x) = l/nj f\x — 2 w) sin (2 n + 1) w/sinw du 



«—«12 

+ IJTij f(x + 2 w) 8in(2 n + 1) ti/sinte dti . 



Es möge nun die Funktion f die Eigenschaft haben, 
daß f(x — 2ti)/8in(w) oder f{x + 2u)/suiu innerhalb hin- 
reichend kleiner Intervalle von u nur zuninunt oder nur 
abninunt. Ist z. B. u = c bis d ein Intervall, innerhalb dessen 
f{x — 2u)lsiau nur abnimmt oder nur zunimmt und sein 
Zeichen nicht wechselt^ so betrachten wir 

d 

Ijnl f{x — 2 w)/8inw • sin(2 n + 1) w • dw 

e 

und teilen das Integral in solche TeUe, daß sin(2n-|-l)t^ 
in jeder Teilstrecke nur Werte eines Zeichens habe. Die 
Teiipunkte müssen dann Vielfache von 7r/(2n4-'l) sein. Da- 
durch zerfällt das Integral in eine Summe von Gliedern 
mit abwechselndem Vorzeichen: 

d 

+ II71I f[x—2u)l8inU'Qm{2n+l)U'du==QQ—Qi+Q2~'''iLQ8' 

c 

Das erste und letzte Glied beziehen sich auf Integrations- 
intervalle, die kleiner sein können als 7i/(2n-fl)- Bei den 
übrigen Gliedern aber sind alle Intervalle von der gleichen 
Größe jr/(2 n + 1). Da nun in jedem dieser letzten Intervalle 
sin(2w-f-l)w> abgesehen vom Vorzeichen, dieselben Werte 
durchlauft und da f{x — 2 u)l&mu mit wachsendem u dem 
absoluten Betrage nach nur abnimmt oder nur zunimmt, so 
ist entweder 

Qi> Q2> Qs'-'> Qa oder ^0 <öi<Ö2--- <e«-i« 

Im ersten Falle liegt ^0 — ^1 + ^2--- + ö« zwischen ^0 — q^ 
und Qq — ^1+^2^ i™ zweiten Falle zwischen +fe« — Qs—i) 

und ±{Qs — Qa^l + QH+l)' 

Wenn nun f{x — 2w)/sinw zwischen endlichen Grenzen 
liegt, so muß jede der Größen q für hinreichend große 
Werte von n beliebig klein werden, weil das Integrations- 
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Intervall beliebig klein wird^ ivährend die zu integrierende 
Funktion endliche Grenzen nicht überschreitet. 

Wenn wir von der Funktion f voraussetzen, daß sie 
zwischen endlichen Grenzen bleibt, so wird dasselbe von 
f{x — 2ee)/sinti gelten, solange u nicht gleich Null werden 
kann. 

Mithin ist 

d 

Uni f{x — 2 M)/sinw • sin (2 n + 1) i* • rf w 

für hinreichend große Werte von n beliebig klein^ sobald c 
und d beide positiv oder beide negativ sind. Dasselbe gilt, 
wenn f(x-{-2u) statt f{x — 2 m) geschrieben wird. 

Von den beiden Integralen, in die wir N{pc) zerlegt 
haben, werden demnach alle Teile mit wachsendem n be- 
liebig klein, bei denen ^ = nicht zum Integrationsbereich 
gehört. Mit anderen Worten, wenn d eine beliebig kleine 
positive Zahl bedeutet, so ist für hinreichend große Werte 
von n der Näherungswert N[x) beliebig wenig verschieden von 

l/7ijf{x — 2u)8iul2n+l)ulBinu»du 

+ II71 f{x-{-2u)sin{2n + l)ulsmU' du 


oder in einem Integral geschrieben 
d 



^^rf^—2u) + f(x + 2u)^^ 



2j7i I — ^r-^ sm(2w+ l)«f/smM« du. 



Die Annäherung dieses Integrals an N{x) ist eine 
gleichförmige, d. h. es können d und n so gewählt werden, 
daß sich das Integral für alle Werte von x beliebig 
wenig von N{x) unterscheidet. 

Nun ist zu zeigen, daß dies Integral mit wachsendem n 
dem Wert f{x) beliebig nahe kommt. 

Ist die Funktion /* an der Stelle x stetig, so ist 

f{x — 2u) + f{x + 2u) . , T * +• k • k 

-^^ ^ m dem ganzen Integrationsbereich 
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w = bis d sehr wenig von f{x) verschieden. Femer ist 
sin(2n+l)«e/sin«e in dem ganzen Integrationsbereich sehr 
wenig von sin(2n + l)w/M verschieden. Das Integral wird 
also sehr wenig verschieden sein von 

, f 8in(2n + l)w, ., .^ . /'sin(2n+ l)w , 



Oben haben wir gezeigt^ daß für hinreichend große 
Werte von n 

d r2M+i)<j 

2/71! sin(2 n + 1) u/u d u oder 2/ji / Amjz • d z 


sehr wenig von 1 verschieden ist. Mithin ist 

0/ /y(^ — 2w) + /*{^ + 2w) . ,0 L 1N / • ^ 
2\n I — o ' ^'°(^ ** + 1) w/srn w • du 



sehr nahe gleich f{x) und damit auch N{x) sehr nahe 
gleich f(x). 

Ist die Funktion nicht stetige nähert sich aber 

f(a;^2u)+f{x + 2u) . u .• * w ^ / ^ 
^ einem bestmimten Wert (p{x)j wenn 

f« sich der Null nähert^ so ist der Ausdruck für hinreichend 
große Werte von n sehr wenig von (p{x) verschieden. 

Wenn f(x) für alle Werte von x stetig ist, so ist für 
hinreichend kleine Werte von u und alle Werte von x 
^U{f[^ — 2u)-\-f(x-\'2.u)) sehr wenig von f{x) verschieden. 
Dann ist für alle Werte von x N(x) sehr nahe gleich f{x). 
Dann ist also limN{x) gleichförmig konvergent. 

Wenn dagegen f(x) nicht überall stetig ist, so ist 
^j^ifix — 2u)-\-f{X'\'2v)) für u = bis ^, me klein auch 
d angenommen werde, nicht für alle Werte von x be- 
liebig wenig von 9? {poj = lim Y2 (/(^ — 2 w) + f{x + 2 w) ) ver- 

.hiedeo. De„, ™. 71^ ^e 8p„^.eU, U und . 

zwischen x^ und a?! + 2 ^ liegt, so kann 1/2 (/(a? — 2 1^) 
-\-f{x-\-2tC)) erheblich von q){x) abweichen. Es braucht 



§20. Der Fehler des n-ten Näherungswertes. 



187 



nur 2u<(x — x^) genommen zu werden. Dabei ist immer 
noch u <,d. 

Aus diesem Grunde kann man dann nicht auf gleich- 
förmige Konvergenz von \im(N(x)) schließen. In der Tat 
kann ja auch \imN(x) nicht gleichförmig konvergent sein, 
weil die gleichmäßige Konvergenz, wie wir S. 42 gezeigt 
haben, auch die Stetigkeit von ]imN(x) bedingen würde. 

Die Funktion f{x) möge eine Ableitung f'{x) besitzen, 
von der wir annehmen wollen, daß sie an einer endlichen 
Anzahl von Stellen endliche Sprimge macht, so aber, daß 
zwischen diesen Stellen eine zweite Ableitung f^'{x) existiert, 
die endliche Grenzen nicht überschreitet. Dann können 
wir über die Konvergenz der Reihenentwicklung von vorn- 
herein etwas aussagen. 

Es ist nämlich, wenn wir partiell integrieren: 



2n 



2n 



Stv 



/ 



fix) än(ßx) dx = — 



f(x)c08(ßx) 



2n 



f 



f{x)co8(ßx)dx = 



m 



ß 



sin()8a?) 



+ 



ff'ixf^^dx 



27t 





2n 



-jf{x)'i 



ß 



Bin(ßx) 



ß 



dx . 



Die eckigen Klammem verschwinden, weil die Ausdrücke 
für beide Grenzen dieselben Werte haben. Wir erhalten 
daher 

2jr 



aß = 



= l/TT / f {x) ^{— - dx 



ß 



2n 



l,^-^llnjnx)'^dx. 



Wenn wir nun noch einmal partiell integrieren, so muß 
jetzt beachtet werden, daß f{x) nicht stetig ist. Wir 
müssen deshalb die Integrale in Teile teUen, die sich von 
einer Sprungstelle zur anderen erstrecken. Sei c eine der 
Sprungstellen, c kommt dann einmal als obere, einmal als 
untere Grenze eines Teilintegrales vor. 
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C' 



f'{x) 



sinißx) 



ß 



2 



c' 



e' 



X 



»*l 



„n 



1/ 



njfix).^^dx = -lln\nx)'^^^^ 



ß'' 



C" 



+ 1/ 



-jm-'^ä 



X 



— 1/^ [f (^) 



und ähnlich för das andere Integral. Die eckigen Klammern 
liefern also in bezug auf die Sprungstelle c die beiden 
Glieder 

wo imter c — verstanden ist, daß x sich von unten dem c 
nähert imd unter c + 0, daß x sich von oben dem c nähert. 

Wenn wir den Sprung von f{x) bei wachsendem x 
mit e bezeichnen, so liefern die eckigen Klammern also in 
bezug auf die Sprungstelle f{x) den Wert 

1 sin(^c) 
— e • — — — - 

und bei dem anderen Integral 

1 cos(^c) 

Im ganzen geben die eckigen Klammern also die Werte 

11 ß^ . Eß imd 1/^2 E^ , 

WO Eß^\jn He sin(^ c), Eß^ — ljn 2e cosßc geschrieben ist. 

Eß und Eß sind absolut genommen nicht größer als 
die Summe der absoluten Beträge der Sprünge von f (x) 
multipliziert mit 1/ji, 
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Folglich ist: 

27t 

aß = llß^ (Eß+\lnjf"{x)sm(ßx)dx) 


in 

bß=llß^(E^-l/nfr{x)cos{ßx)dx). 



Nun war von f(x) vorausgesetzt, daß es endliche Grenzen 
nicht überschreiten sollte. Folglich können auch die beiden 
Integrale für alle Werte von ß endliche Grenzen nicht 
überschreiten. Mithin läßt sich eine Zahl M angeben von 
der Art, daß für alle Werte von ß die Größen a^, bß absolut 
genommen den Wert 

Mjß^ 
nicht übersteigen. 

Der Fehler von N{x) ist gleich 



oo 



^{aßsia(ßx) + hßCos(ßx)). 

Jedes der Glieder aßSm(ßx) + bßCos(ßx) läßt sich, wenn 
man a^ = r^sina^, bß = rßCoaaß setzt, auch in der Form 

rßCos(ßx — aß) 

schreiben und kann also den Wert r^ = ya^ + fe^ absolut 
genommen nicht übersteigen. Folglich ist der Fehler von 
N(x) absolut genommen nicht größer als 

Jf. y2 (l/(w+ 1)2 + l/(n + 2)2 + ...), 
d. i. kleiner als ^ 

Das mittlere Fehlerquadrat ist gleich 

und daher kleiner als 

M^ll(n+lY + ll{n + 2y + ...) 
Nun ist 

1 1 

n — 1»««+1 W'» + l'» + 2 



190 ni. Abschnitt. Die Fourier sehen Beihen. 



3 

= ni Tö Tq > 3/(w + 2)* usw. 

und daher 

:i-^^ ^>3(l/(n + l)4 + l/{w + 2)* + ...) 

Also ist das mittlere Fehlerquadrat kleiner als 

3n(w2 — 1) 
oder der mittlere Fehler kleiner als 

M 1 



^ßn y» — 1/n ' 

Die obere Grenze des mittleren Fehlers wird also für große 
Werte von n klein gegen die obere Grenze, die wir für 
den Fehler selbst erhalten haben, wie man auch erwarten 
würde. 

Wenn z. B. die Kurve mit der Ordinate f{oi) aus einer 
gebrochenen Linie besteht, die im Sinne der wachsenden 
Abszissen durchlaufen, sich periodisch wiederholt und niigends 
senkrecht zur Abszissenachse liegt, so ist f'{x) = und die 
Entwicklung erhält die Form 

«0 + 2" l/)82 {ßß sin^iP + E'ß cos/?Ä?) , 
ß 

wo T^ß und j^ aus den Bichtungsänderungen der gebrochenen 
Linie und oen Abszissen der Eckpunkte nach der oben 
angegebenen Formel zu berechnen sind. 

Wenn f{pS) eine beliebige periodische Funktion mit der 
Periode 2jr ist, von der nur die Stetigkeit vorausgesetzt 
wird, so wird eine gebrochene Linie, deren Eckpunkte die 
Koordinaten Xay f{x^ haben (a = l, 2...r), sich der Kurve 
mit der Ordinate f(po) beliebig genau anschließen, sobald die 
Abszissen Xa hinreichend dicht über die Periode verteilt 
werden. Wird nun die gebrochene Linie durch eine Summe 
von Sinus- und Kosinusfunktionen genähert dargestellt, so 
ergibt sich damit auch eine Näherung für die gegebene 
Funktion, deren Fehler sich zusammensetzt aus der Ab- 
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weichung von der Ordinate der gebrochenen Linie und dem 
Unterschiede der Ordinalen der gebrochenen Linie und der 
gegebenen Funktion. 

Hat man sich von diesem Fehler eine Vorstellung ver- 
schafft, so weiß man, daß der mittlere Fehler der direkt 
aus f(a^ berechneten Näherung aus den Formeln: 

in %n 

60 = 1/2 n\ fix) dxy aß= Ijnl f{x) 8in()8 x) dx , 


bß = l/jT / f{x) cos(/J rc) dx 


bei gleicher GUederzahl noch geringer sein muß. Denn der 
mittlere Fehler ist für diese Näherung ja ein Mmimum. 

Dabei ist nichts anderes als die Stetigkeit und die 
Periodizität von f(x) vorausgesetzt. 

Bei einer periodischen Funktion f(x) mit der Periode 2 71 
sei nicht nur die erste Ableitung f^{x) stetig, sondern eine 
Beihe von Ableitungen f{x)f f'{x)... bis f^~^){x\ während 
f^\x) an einer endlichen Anzahl von Stellen endliche 
Sprünge macht und /t"+^)(;z;) in allen Teilen zwischen diesen 
Stellen endliche Grenzen nicht überschi'eitet. Wir können 
dann die auf Seite 188 angewendete partielle Integration 
der Integrale I durch die aß und bß ausgedrückt werden, 
fortsetzen und erhalten, wenn c^, c, d' drei aufeinander 
folgende Sprungstellen sind, 

c 9 



c 



J ß""^ IcosjSd 



und eine analoge Formel für die Integralion von c bis d\ 

Die eckigen Klammem liefern also in Bezug auf die 

SprungsteUe c das Glied 

WO e den Sprung von f^^)[x) an der Stelle c bedeutet. 
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Bezeichnen wir die Summen dieser Ausdrücke über alle 
Sprungstellen mit Eßlß^-^^ und Eßlß^-^^, so liegen die Werte 
von Eß und Hß für alle Werte von ß zwischen endlichen 
Grenzen. Femer liegen auch die Integrale der rechten 
Seite mit )5*+^ multipliziert zwischen endlichen Grenzen^ 
weil dasselbe von /^**+^)(a:) vorausgesetzt ist und smßx, 
cos (/Sa;) zwischen +1 und — 1 liegen. Folglich kann man 
eine Zahl M finden von der Art, daß für alle Werte von ß 
ttß und bß dem absoluten Betrage nach kleiner sind als 

Mjß^-^K 

Dieser Schluß gut auch dann, wenn f^^^(x) stetig ist. 

Daraus kann, wie oben S. 189, eine obere Grenze für 
den Fehler von ^{x) berechnet werden: 

(?i =Jfy2(l/(w +!)«+! + l/(n + 2)«+i + . . .) 
und eine obere Grenze für das mittlere Fehlerquadrat: 

ff2 = Jf2(l/(^4.1)2a+«+l/(w+2)2«+«+...). 

Nun haben wir 

1 

(w — a/2)(w — a/2 + l)...(n + a/2-l) 

1 

(w — a/2 + 1) (w — a/2 + 2) . . . (w + a/2) 



a a 

> 



und daher 



(w-a/2)...(w + a/2)^ n«+i 



itf>y2 1 M»}/2 1 

^^ a *(n-a/2)(»-a/2+l)...(n+a/2-l)^~~^ (n-a/2)« 

und ebenso 

r ^_^ 1 

^^2a + l "(w — a— l/2)2«+i* 

Es bestehe die Kurve mit der Ordinate f{x) aus einer 
Anzahl Bögen von Parabeln a-ten Grades, die sich so anein- 
ander anschließen, daß in den Übergangsstellen jedes Mal f{x), 
f'{x) . . ./^«~^)(a?) dieselben Werte haben, während nur /^«){a?) 
sich von Bogen zu Bogen sprungweise ändert. Dann ist 
innerhalb jedes Paarbelbogens f^^^^^x) = und die Reihen- 
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entwicklung wird 

ß 

wo Eß und Eß wie bei der gebrochenen Linie aus den 
Sprungwerten und den Abszissen der Übergangsstellen zu 
berechnen sind. Durch solche Parabelbögen wird man sich 
im allgemeinen bei gleicher Zahl der Bögen und Seiten 
viel genauer an eine beliebig gegebene stetige periodische 
Kurve anschließen können als durch eine gebrochene Linie. 
Ein Näherungswert N{x) dieser Entwicklung stellt daher 
im allgemeinen einen besseren Näherungswert an die ge- 
gebene Kurve dar; denn auch die Abweichung des Näherungs- 
wertes von der Ordinate der Parabelbögen ist ja geringer 
als bei der gebrochenen Linie. 

Immer wird aber, wenn man nur auf den mittleren 
Fehler sieht, die direkt berechnete Näherung auch hiergegen 
vorzuziehen sein. Man muß sich indessen wohl gegenwärtig 
halten,' daß das Minimum des mittleren Fehlers keineswegs 
auch bedingt, daß der größte Fehler möglichst klein werde. 
Man kann aus dem Werte des mittleren Fehlers keinen 
a%emeinen Schluß auf den Betrag dßs größten Fehlers 
machen. 

Für Parabeln zweiten Grades und gleiche Teile der 
Periode wollen wir die Rechnung durchführen. 

Es möge die Periode in eine ungerade Anzahl r von 
Teilen von der Größe 'h = 2nlr geteilt werden. Gegeben 

seien r Ordinaten ^o^yi,. ..yr(yr = yo) ^^^ ^^ ^^^ Abszissen 
0, Ä, 2 Ä . . , r Ä gehören. Die Tangente des Richtungswinkels 
der gebrochenen Linie, die diese r+1 Punkte verbindet, 
bezeichnen wir im ersten Intervall mit m, , im zweiten 
mit m^ usw. bis m,., so daß also fna=^{ya — ^a— i)/*- 

Die Gleichung einer Parabel, deren Achse der Ordi- 
natenachse parallel ist und die durch die beiden Punkte 
(a — 1)Ä, ya_i und ah^i/a läuft, lautet: 

ya-l + ma{x — Xa-.l) + Ca{Xa — X){x — Xa-l). 

Hier sind nun die Konstanten c« so zu bestimmen, daß 
jede Parabel an den Enden ihres Intervalls dieselbe Rich- 
tung hat, wie die anstoßende Parabel. 

Runge, Theorie und Praxis der Reihen. 13 
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Die Tangente des Richtungswinkels ist 

Das gibt 

für x = Xa^i: nia + Cah; für x = Xa: nta — Cah. 

So erhalten wir die Gleichungen 

wenn m^ = m^ und c^ = Cr angenommen wird. 

Die Auflösung dieser r Gleichungen nach den Un- 
bekannten c^jC^...Cr liefert für diese die Ausdrücke: 

CjÄ= Wr — m,.__i + mr_2 — — m2+* 

C2Ä=— mr + ^r — 1 — ^r— 2 ...— »»8+ ♦ +% 



Zur numerischen Berechnung tut man am besten erst eine 
der Größen ch z. B. qA zu berechnen und dann durch die 
Gleichungen 

nach der Reihe aus qA die Größe c^h, aus dieser die 
Größe c^h usw. zu berechnen. 

Für jeden Parabelbogen ist die zweite Ableitung 
gleich — 2 Ca. Der Sprung 6« in der zweiten Ableitung 
vom a-ten zum a + l-ten Parabelbogen ist also gleich 

ea = + 2{Ca — Ca+l). 

Dann haben wir zu setzen 

JEß==2!eaBm{ßah) 

E^^HeaCoalßah) 
und 

6o = l/r2'yo. 

a 

Die letzte Gleichung ergibt sich daraus^ daß der Mittel- 
wert der Ordinate für einen Parabelbogen gleich 
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ist. Denn da, 2!Ca = 0f so maß die mittlere Ordinate für 
die sämtlichen Parabelbogen gleich dem arithmetischen 
Mittel der r Ordinaten ya sein. 

Der Näherungswert der Parabelbögen ausgedruckt als 
Summe von Sinus und Eosinusfunktionen ist dann 

ho + 2 1//88 {Eß Bmßx + E^ cosjS x) . 
ß 

Der praktische Vorzug dieser Näherung gegenüber der 
Annäherung durch die gebrochene Linie, welche durch die- 
selben Ordinaten bestimmt ist, besteht darin^ daß erstens der 
Fehler der Näherung bei gleicher Gliederzahl geringer ist, 
und daß zweitens mit wachsender Gliederzahl die Näherung 
sich einer Kurve nähert, die mit stetiger Sichtungsänderung 
durch die vorgelegten Punkte läuft und daher im all- 
gemeinen eine bessere Interpolation zwischen den gegebenen 
Ordinaten darstellt als die gebrochene Linie. 

Wenn die Anzahl r der Teile, in welche die Periode 
geteilt ist, gerade angenommen wird, so ergibt sich insofern 
ein Unterschied, als die Größen c dann nicht eindeutig be- 
stimmt sind. Man kann, ohne die Gleichungen zu verletzen, 
falls sie überhaupt befriedigt werden können, alle Größen c 
mit ungeradem Index um eine beliebige Größe verändern, 
wenn man gleichzeitig alle Größen c mit geradem Index 
um die entgegengesetzte Größe ändert. Bei einem ungeraden 
Werte von r war das nicht möglich, weil dadurch die 
Gleichung m^-\-c^h = mr — c,.A verletzt worden wäre. 

Für gerade Werte von r kann infolgedessen eine der 
Größen, z. B. c^, ganz beliebig angenommen werden. Dann 
können alle übrigen durch die Gleichungen 

Wa + Ca A = m«—! — Ca— 1 A (tt = 2, 3 . . . r) 

der Reihe nach berechnet werden. Dabei müssen die 
Größen m aber die Bedingung erfüllen, daß der so ermittelte 
Wert von c,. auch der Gleichung 

m^'\-c^h = mr — Cr 



für beliebige Werte von c^ genügt. Um diese Beziehung 
zu erkennen, multipliziere man die r Gleichungen 

13* 
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ma + Cah = ma-i — €a-^ih (a = 1 , 2 . . . r) 

der Reihe nach abwechselnd mit +1 und — 1 und addiere 
sie^ dann folgt 

m^ — ^2 + W3 — . . . — m,. + (ci — ^2 + Cg — . . . — c,.) Ä == 

Aus dieser Gleichung heben sich die Größen c heraus 
und es bleibt 

m^ — «^2 + ^3 — ••• — nir = — {m^ — tWg + mg — .. .^m^) 

öder 

m^ — m2 + ^3 — ... — m,. = 
oder daraus 

^1 — »2 +2^3 — . • . — yr = 0. 

Wenn die gegebenen Ordinaten diese Bedingung nicht er- 
füllen, so gibt es keine Parabelbögen der verlangten Art. 
Im allgemeinen ist die Bedingung nicht erfüllt; daher hat 
es wenig Zweck, die Rechnung für den Fall, daß sie erfüllt 
ist, durchzuführen. 



§ 21. £oiiTergenzbetrachtnngen. 

Wir haben gesehen, daß die Reihenentwickelung 

6q + 2!(aß sin^ rz; + hß cos/S x) , 

ß 

oder wie man auch schreiben kann 

bo + 2:r,co.(ßx-X,) h = ^ß^^]ß\ 

ß ^ ^ ^ \bß = rßCosiß/' 

wenn 

2n 2n 





2^ 



hß = ljn\f{x) cö9(ßx) dx, 



uns eine Reihenfolge von Näherungen von f(x) liefert, deren 
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mittlerer Fehler jedesmal kleiner ist als für irgend welche 
^mderen Werte von Bq, Uß, iß. 

Daraus folgt, daß, wenn dorch irgend welche Wahl 
dieser Konstanten der mittlere Fehler beliebig klein ge- 
macht werden kann, er für die obigen Werte erst recht be- 
liebig klein werden muß. Unter verschiedenen Voraus- 
setzungen für f{x) konnten wir zeigen, daß dies in der Tat 
der Fall ist. 

Wir wollen auf noch einem anderen Wege dasselbe 
zeigen, wobei wir zunächst nichts weiter voraussetzen, als 
daß sich durch die obigen Integrationen für 6o> ^ß> ^ß Werte 
ergeben, die für alle Werte von ß endliche Grenzen nicht 
übersteigen. 

Zu dem Ende betrachten wir die unendliche Reihe 

'bQ-\'2{aß1cßÄTi{ßx)-\-hß'kßco%{ßx)), 
ß 

oder was dasselbe ist 

hQ-^-Zrßlcß coBißx — Xß), 
ß 

wo h eine positive Zahl sein soll, die kleiner als 1 ist. 

Diese Reihe ist als Funktion von x für alle reellen 
Werte von x gleichmäßig konvergent, denn wemi rß die 
endliche Grenze M nicht überschreitet, so ist der Fehler 
der Näherung 

bQ + y^rßkßcos(ßx — Xß) 
nicht größer als 

Wenn wir die komplexe Größe ke^* mit z bezeichnen 
und rßß-^ß^ mit Cß, so ist TßJc^co&^ßx — kß) der reelle 

Teil von 

Cßzß = if)ß — aßi)z^. 

Unsere Reihe ist daher der reelle Teil der komplexen 
Funktion F{z)y 

F(z) = bo + ScßZß^io + 2:{l)ß — aßi)0ß, 

ß ß 
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Die komplexe Funktion ist durch diese Reihe für alle 
Werte von e der komplexen Zahlenebene definiert, die inner- 
halb eines mit der Lange Eins um den Nullpunkt be- 
schriebenen Kreises liegen. 

Setzen wir für \f aßy bß ihre Ausdrücke als Integrale 
ein, indem wir als Integrationsvariable q) statt x schreiben, 
so wird 

In 

F{z) = -^ f{<p)[l + 2e'-v''Z + 2e-^<p*z^ + ...]d<p 



oder 

in 


Wir wollen <p als Zentriwinkel in einem Kreis vom 
Radius 1 deuten, den wir in der komplexen Zahlenebene 
beschreiben, und es soll 9? von der reellen Achse ab ge- 
rechnet werden. 

Der Punkt P (Fig. 8) stellt die komplexe Zahl (pi dar. 
Der Punkt A entspridit B und der Punkt A' entspricht — jör, 
c^'+^ ist durch die Strecke A'P dargestellt, e^^ — z durch 
die Strecke AT. Dann ist 

ef^-\-z A'P 
ffp*-g AP ' 

wo a den Winkel -^APA' bedeutet positiv oder negativ 
genommen, je nachdem P auf der einen oder anderen 

Seite der Strecke A'A liegt. Der reelle Teil von — -. 

ist daher gleich e^ —z 

A'P 

—tt^'Coq^APA^ 

AP 

Mithin können wir schreiben: 

in 

ReeUer Teü von F(is) = :^ f{(p)'^^cos{<^APA')d(p. 





§ 21. Konvergenzbetrachtungen. 



199 



Nähert sich nun der absolute Betrag von z dem Werte 
EinS; so rucken die beiden Punkte A und A' dicht an den 
Kreis hinan. Dann wird der Winkel -^APA' für alle 
Lagen von P auf dem Kreise sehr nahe gleich 90^ mit 
Ausnahme der Teile des Kreises, die in der Nähe von A 
und A liegen. In der Nähe von A' wird A'PjAP sehr 
klein. Da = k^^ gesetzt war, so können wir also sagen^ 
daß die Funktion unter dem Integralzeichen , sobald k nur 
wenig kleiner als 1 ist^ für alle Werte von q? sehr klein 
wird mit Ausnahme der Werte von (p, die in der Umgebung 
von X liegen. 




Figur a 

Bezeichnet d einen beliebig kleinen Winkel, so können 
wir k so nahe an Eins wählen, daß dei; reelle Teil von F{z 
sich beliebig wenig von 

X — d 

unterscheidet. In diesem Integrationsgebiet durchläuft der 

A'P 
Ausdruck -j^cos(< J.P^O ^^ positiven Werte von nahezu 

Null bis nahezu -|-<^ und wieder zurück bis nahezu Null. 
Man sieht zunächst daraus, daß der reelle Teil von F(0), 
sobald sich der Peripherie des Kreises nähert, nur von 
den Werten von f{q)) in der Umgebung jenes Punktes ab- 
hängen kann. 
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Wir können nun zeigen, daß 



ist, und damit stellt sich 



l^Jm^oos{<APA^dcp 



2 

ö 

als ein Mittelwert der Werte von f{q)) dar, in welchem 

jedem Wert das Gewicht -j^ cos {^APA^dq? gegeben 

ist Indem nun sich dem Werte ^^ nähert, erhalten alle 
Werte von f{q>), bei denen q? merklich von x verschieden 
ist, ein sehr geringes Gewicht gegenüber den Werten, bei 
denen tp sehr wenig von x verschieden ist. Der Ausdruck geht 
dadurch in einen Mittelwert von f{q)) in der Umgebung 
von X über, wobei die Umgebung von x immer enger und 
enger zusammengezogen werden kann. 

Um die Gleichung 

2n 



-j-p cos« A PA')d(p = 2 7c 



zu beweisen, gehen wir wieder zu dem komplexen Aus- 
druck zurück 

A!P 6'^^-\-z 
— r^cos< J.PJ.'= dem reellen Teil von — -. . 

AP €fP' — Z 

Setzt man e^*==^, so wird 






ep^ — z 

folglich 

23t 
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Bei der Integration durchläuft C = ^* die Peripherie 
des Kreises vom Radius 1. Mithin ist 

fd^ o . f d^ ^ , 

/-r- = 2^t / -r = 2711 

Je J t— ^ 



und damit 



/: 






d(p = — 27i-\-^n = 2n, 



und folglich ist auch das Integral über den reellen Teil 
allein gleich 2 7i. 

-jp cos^ J. PJ^' • d^? == 2 JT . 

Wenn b ein beliebig kleiner Winkel ist, so kann^ wie 

oben schon erwähnt^ Iz so nahe an Eins gewählt werden^ das 

AT 

-j-pCos< J.P^' außerhalb der Strecke 9?=«ir — b bis a; + i 

sehr klein wird. Dann ist folglich der reelle Teil von F{z) 
sehr wenig von 

1 r -4'P 

Ä^^lf{(p)'jyCO&^APÄ''dip 

X — 6 

verschieden und gleichzeitig ist 



f. 



j ^cos^: A PA' 'dw 
Air 

X — d 

sehr wenig von 27i verschieden. 

Nun sei f(q>) für q? = x — d bis x + ö sehr wenig von 
f{x) verschieden. Wir schreiben dann f(9>)^f(x) + e und 
haben 

x-{-d x-\-d 

1 CA'P 1 f A'P 

x — d x — i 

Ist die obere Grenze des absoluten Betrages von e kleiner 
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als fn, so idt der absolute Betrag des zweiten Teiles nicht 
größer als 

1 f A'P AT^Arn m fAT ^^.,^ 

^r— / m • -7-=« cos< A PA' • d 99 =^7- / -j-^C03<^ APA' dq? <m. 
2 7cJ A.P J 71 J A. P 

x—d X — 6 

Der erste Teil ist dagegen sehr wenig von f{x) verschieden. 
Damit haben wir den Satz: Wenn f((p) bei (p = x stetig 
ist, so ist der reelle Teil von F{z) beliebig wenig von f{x) 
verschieden sobald Jb hinreichend wenig von 1 abyreicht. 
Mit anderen Worten 

f{x) = lim [60 + ^(^ß sin)8 x + bß cos j8 x) kß] . 
»=1 ß 

Innerhalb jedes Bereiches x^^x^ bis x^, wo f{x) stetig 
ist, ist die Annäherung gleichmäßig, so daß wir immer einen 
Wert von k finden können, der den Fehler der Annäherung 
für den ganzen Bereich beliebig klein macht. Sobald über k 
verfügt ist, können wir die unendliche Reihe auch mit be- 
liebiger Genauigkeit durch eine endliche Zahl ihrer Glieder 
ersetzen. 

Man kann das über die Strecke x — d bis x-]-d er- 
streckte Integral in die zwei Teile teilen von x — 3 bis x 
und von x bis x + d, und, da APjAP-co^^APA auf 
beiden Seiten von x in gleichen Entfernungen den gleichen 
Wert hat, so kann man die beiden Teile in ein Integral 
von x\A& x-\-d zusammenfassen: 

x-\-d 

A = ll27tf{f((p)+f{2x — (p))A'PJÄP'Cos^APA'd(p. 

X 

Da 

x-^d 

fA'PIAP'CO&^APA'd<p 

X 

die Hälfte desselben Integrals über x — d bis x + d ist, so 
ist der Wert sehr wenig von 71 verschieden. So stellt sich 
also A als ein Mittelwert von 

f(ff) + f(2x-<p) 
2 

dar, d. i. d^ arithmetiscfaen Mittels zweier Werte von f((p) 
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für gleich weit von x entfernte Werte von 9?. Wenn nun 
f{(p) an der Stelle 93 = ^1? einen endlichen Sprung machte 
so daß f{fp) sich verschiedenen endlichen Werten nähert^ je 
nachdem q> von unten oder von oben in x übergeht^ so ist 

/'(y)+/'(2a:-y) 

2 

in dem ganzen Integrationsbereich q>^x—b\yvAx-\-b sehr 
wenig von dem arithmetischen Mittel der beiden Grenz- 
werte verschieden und damit ist auch A sehr wenig von 
diesem arithmetischen Mittel verschieden, d. h. es ist: 

l/2(/'(Ä;+0)+/*(^~-0))=lim [6o+2'(ay?sin^a?+6^cos^a?)fc^ . 

Dabei ist unter f[X'\-G) der Grenzwert verstanden, dem 
sich f(ip) nähert, wenn 9? sich von oben dem Werte x 
nähert, und unter f(x — 0) der Grenzwert, wenn sich 99 von 
unten dem Wert x nähert. 

Es ist aber in diesem Falle nicht möglich, einen Wert 
von Tz anzugeben, so daß 

\ .+ ^(ßß siniS x + hß cosjS x) Tcß 

ß 

für alle Werte von x = Q bis 2n beliebig wenig von 

i/2(A^+0)+A^-0)) 

verschieden sei. Das geht schon daraus hervor, daß dieser 
letzte Wert als Funktion von x unstetig ist, während die 
Reihe eine stetige Funktion von x darstellt. Einer un- 
stetigen Funktion kann man sich aber, wie wir S. 42 ge- 
zeigt haben, durch stetige Funktionen nicht so annähern, 
daß der Fehler gleichzeitig für den ganzen Bereich der 
Werte von x beliebig klein wird. 



§ 22. Die Periode werde anendlich groß. 

Eine periodische Fimktion q){f) mit einer beliebigen 
Periode c kann man, wie schon S. 143 bemerkt wurde, in 
eine Funktion f{x) mit der Periode 2jr verwandeln, indem 
man setzt 
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Wenn sich f{x) nun in die unendliche Reihe 

f{x) = 60 + ^{^ß sm(j8 a?) + Iß GOQßx) 
ß 

entwickeln läßt, so können wir auch schreiben 

q) {t) = fe^ -\-S{aß sin()8 2 Jtje • Q + 6/? cos(^ 2 njc • Q) . 
ß 

Dabei ist ft© ^^^ Mittelwert von 9?(0, a^j der Mittelwert 
von 2(p(t)eixk(ß2nlc't)fbß der Mittelwert von 2 9? (Qcos{/8 2 7r/c-<) 
in der Periode ^=0 bis c. 

Wir wollen nun für ß 2 njc den Buchstaben u schreiben 
und für Uß, iß wollen wir A„, Bu setzen, so daß 

(p (t) = feo + ^(Ä« sint* ^ + ^f« oo&u () 

(t* = 2 njcy 2 • 2 njcy 3 • 2^/c, . . .) . 
Dabei ist 



^o = — I q){f)dt, Au^2lc I q){{)8m{uf)df, 





c 

Bu==2/cj(p{t)eos{ut)di. 


Jetzt sei (P(Q eine beliebige Funktion, definiert für 
/ = bis +CX). Wir wählen einen beliebigen positiven 
Wert c und definieren q){t) als periodische Funktion von t 
mit der Periode c so, daß sie in jeder Periode die Werte 
von ^(t) für ^ = bis c durchläuft. 

Dann ist für < = bis c 

^(t) = 60 + -2* (-4« sinut + Bu coBU t) 

c c 

bo = llcf0{{)dt, Au = 2lcJ0{t)8in{uf)dt, 



c 

Bu = 2lcf0{t)co8{uf)dt. 


In dieser Formel ist c eine ganz willkürliche positive Zahl. 
Wir betrachten nun die Integrale 

c c 

1 0(t)8m(ut}dt und f 0{f)cos(ut)dt 
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als Funktionen der Veränderliehen u, d. h. wir denken 
uns, daß u nicht nur die diskreten Werte 2 njc, 2 • 2 jr/c, 
3 • 2 7C/C . . . annimmt, sondern kontinuierlich von bis 
+ 00 läuft. 

Wir wollen ferner voraussetzen, daß 



/ 





mit wachsendem c unterhalb einer endlichen Grenze bleibt und 

c c 

1 0{t)sm{uf)dt und 1 <^{t)cos{ut)dt 



mit wachsendem c in zwei bestimmte Funktionen von u 

Su und Ctt 

übergehen in der Art, daß c so groß angenommen werden 
kann, daß die beiden Integrale für alle Werte von w=0 
bis +ö«o sich beliebig wenig von S„ und C„ unterscheiden. 
Dann ist bis auf Größen, die gegen 1/c beliebig klein werden 

A^=^2/c'Su und B^ = 2jC'Bu 

und feo wird mit wachsendem c beliebig klein. 

Wenn wir, ohne zunächst die Berechtigung dieses 
Schrittes zu untersuchen, in der Reihe für ^{f) diese 
Näherungswerte von A^ und J9„ einsetzen, so erhalten wir 



tf 



Dabei ist 6o weggelassen, weil es mit wachsendem c ver- 
schwindet. Wir können jedes Glied dieser Reihe als den 
Flächeninhalt eines Rechtecks deuten von der Höhe 
ll7i{Su&iT^ut+ C„cosut) und der Grundlinie 2jr/c. Denken 
wiruns also eine Kurve mit derOrdinate l/jr(S„sin«i^+ Ci«cost*Q 
zur Abszisse u, so legen sich die aufeinanderfolgenden Recht- 
ecke aneinander und mit wachsendem c geht die Reihe über 
in den Flächeninhalt, den die Kurve mit der Abszissenachse 
einschließt. Auf diese Weise ergibt sich 



oo 



0{f) = IJTii (Su sinu t-]- C„ cosut)du, 



wo 
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oo oo 



Mit anderen Worten, es ist (t) als eine unendliche Summe 
von Sinus- oder Kosinuswellen dargestellt, von denen jede 
die Form hat 

lljiSuduBinut+lln Cuducosut 
oder 

l/n RuduQ08{u t — A«) , 

wo iS'M = i2M8in^, (7« = jR^cosA„ gesetzt ist Wenn wir t 
als die Zeit auffassen, so ist u die Anzahl der Schwingungen 
in 2 TT Zeiteinheiten. IjnUndu ist die Amplitude. Indem 
wir also die Amplitude und die Phasenverschiebung kn in 
geeigneter Weise mit der Schwingungszahl sich ändern 
lassen, wird 0(t) dargestellt als eine Superposition von 
Sinusschwingungen aller möglichen Schwingungszahlen. 
Wenn wir z. B. 0{t) als Darstellung einer Lichtbewegung 
auffassen, die sich in der Zeit t abspielt, so ist das Integral 
zu deuten als die Zerlegung dieser Lichtbewegimg in ein 
Spektrum. 

Um die Bichtigkeit der Formel zu erhärten, schreiben 
wir in den Integralen, die 8^ und C^ ausdrücken, einen 
anderen Integrationsbuchstaben, etwa t, und erhalten, wenn 
in dem Ausdruck 

oo 

IJTil (Su 9mut+ Cn cosu t)du 



für Su und (7„ ihre Integrale eingesetzt werden: 

oooo . 

1/jr / j <P (t) cos(w (t — T))dTdu. 

00 

Wir integrieren zunächst über u von bis m und 
erhalten 

oo 



1/ f^r\^^^(^(^ ^)) J 

I/tzI 0{t) \ ^ ^ ^^ dr. 



t — r 
ö 



Unter den oben S. 184 besprochenen Voraussetzungen 
für <&(t) wird dieser Ausdruck für große Werte von m be- 
liebig wenig von 0({) verschieden sein. 



IV. Abschnitt. 

Unendliche Produkte. 



§ 23. Die KonTergenzbeding^imgen. 

Wir haben bisher die Darstellung: durch unendliche 
Keihen betrachtet oder, wie wir uns auch^ausdrficken könneD, 
die Darstellung eines Ausdrucks durch eine Reihe von 
Näherungen, bei der die Differenzen je zweier aufeinander 
folgender Näherungen angegeben sind und mit Hilfe dieser 
Differenz jedesmal aus einem Näherune^swert der nächst- 
folgende berechnet wird. 

Man könnte statt der Differenzen aufeinander folgender 
Näherungswerte auch die Quotienten zum Ausgangspunkt 
der Eechnung nehmen. Sind N^, N29 Ng... die Näherungs- 
werte und ist N^jN^^a^y ^/J^2 = ^2"m so wird 

und der gesuchte Wert limJVn stellt sich durch ein un- 

n = oo 

endliches Produkt dar 

limiV„ = iVi.ai.a2.a3... in inf. 



n = oo 



Man sieht auf diese Weise, daß man einen jeden 
Näherungsausdruck ebensogut als unendliches Produkt wie 
als unendliche Summe schreiben kann. Die Glieder der 
unendlichen Summe sind die Differenzen aufeinanderfolgender 
Näherungswerte, die Glieder des unendlichen Produktes sind 
die Quotienten. 

Wenn man statt des darzustellenden Wertes A = lim N^ 
seinen Logarithmus betrachtet, so ist unter der Voraus- 
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Setzung, daß A von Null verschieden ist^ für hinreichend 
große Werte von n der Logarithmus von A beliebig wenig 
von log^n verschieden, so daß: 

log A = lim log Nn . 

Nun ist aber \ogNn=\ogN^-\-\oga^'\-\oga^-\-,.,-\-\ogan] 
und daher: 

log-4 = log JVi + logai + logag + . . . 

Der Logarithmus wird also gleich der unendlichen Reihe 
der Logarithmen der Faktoren a. Diese Reihe muß kon- 
vergieren, wenn das unendliche Produkt konvergiert, und 
umgekehrt, aus der Konvergenz dieser Reihe folgt die Kon- 
vergenz des Produktes. Denn der w-te Näherungswert der 
Reihe ist der Logarithmus des w-ten Näherungswertes des 
Produktes. 

Auf diese Weise ist die Untersuchung der Konvergenz 
eines unendlichen Produktes auf die Untersuchung einer 
unendlichen Reihe zurückgeführt. Wir haben z. B. die Kon- 
vergenzbedingung, daß loga« mit wachsendem n beliebig 
klein werden muJ3. Mithin muß a« mit wachsendem n sich 
dem Werte 1 nähern. Wir wissen ferner, daß diese Be- 
dingung für die Konvergenz zwar notwendig aber nicht hin- 
reichend ist. Wenn z. B. loga« positiv ist und mit wachsen- 
dem n nur von der Ordnung 1/n beliebig klein wird, so ist 
keine Konvergenz vorhanden. So können die iu § 2 und 
§ 3 gefundenen Sätze über die Konvergenz der Reihen auf 
unendliche Produkte übertragen werden. 

Wenn die Reihe 

log J^i + logoi + loga^ + . . . 

unbedingt konvergiert, so daß der Wert von der Reihenfolge 
der Glieder unabhängig ist, so ist offenbar auch das unend- 
liche Produkt 

^1 • «4 • Oj • «3 . . . 

unabhängig von der Reihenfolge der Faktoren. 
Die unbedingte Konvergenz der Reihe 

logi^i + logai +loga, + . . . 

verlangt, daß die Reihe der absoluten Beträge konvergiert 
Schreiben wir nun 
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so isty wie wir oben sahen, bn for hinreichend große Werte 
von n dem absoluten Betrage nach beliebig klein. Nnn ist 
aber 

\og{l +bn) = K — bll2 + bll3 — ... 
nnd folglich ist der absolute Betrag | log(l + ^ | kleiner als 

\K\lil-\K\). 

Dabei kann b^ auch komplex sein. Da \b^\ mit wachsen- 
dem n beliebig klein wird, so ist 1 — \bn\ für alle Werte 
von n, von einem gewissen n an gerechnet^ großer als eine 
positive Zahl k und daher für diesen Wert von n und alle 
größeren: 

|log(H-6,)|<|&„|/i 
und daher auch 

\logan\ + log\an-\.i\ + \logan^2\ + ...<llk(\bn\ + \bn+i\+...). 

Mithin ist die Reihe der Logarithmen unbedingt kon- 
vergent, wenn die Reihe 

*1 + *2 + ^3 + • • • 

unbedingt konvergiert 

Ebenso können wir mngekehrt zeigen, daß aus der mi- 
bedingten Konvergenz der Reihe der Logarithmen die un- 
bedingte Konvergenz der Reihe 

^1 + *2 + *3 + • • • 

folgt 

Denn es ist 

\l0g{l + bn)\>\bn\ — \bn\^+\bn\^—..., 

sobald \bn\ hinreichend klein ist und daher 

\bn\ <{l + \bn\)\l0gan\. 

Wenn daher von einem gewissen n an 1 + |6h| <Jf^ so ist 

I 6n I + I in-\-l I + . . . <-M'(l0g I «n I + l0g I «h+1 | + . • • 

Damit also der Wert des Produktes von der Reihenfolge 
der Faktoren unabhängig sei, ist es notwendig und hin- 
reichend, daß die Reibe 

unbedingt konvergiert. 

Runge, Theorie und Praxis der Reihen. 14 
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Die Darstellung durch ein unendliches Produkt wird 
sich dann empfehlen, wenn der Quotient zweier aufeinander 
folgender Näherungswerte eine besonders einfache Form hat, 
gerade so wie sich die Darstellung als unendliche Reihe 
empfiehlt, wenn die Differenz zweier Näherungswerte be- 
sonders einfach ist. 



§ 24. Die Prodaktentwicklang des Sinus. 

Es sei z. B. das unendliche Produkt vorgelegt 
f(x) = x{l — ^2)(i _^2/22)(i _a;2/32)(l — ^2/42), , , 

Das Produkt ist für alle Werte von x konvergent und von 
der Reihenfolge der Faktoren unabhängig; denn die Reihe 

x^ + x^j2^ + a;2/32 + a;2/4:2 + . . . 

ist für alle Werte von x unbedingt konvergent Das Pro- 
dukt definiert mithin für alle reellen und komplexen Werte 
von X eine gewisse Funktion. Der Logarithmus der Funktion 
wird durch die unendliche Reihe dargestellt: 

\ogf{x) = logrr + log(l — x^) + log(l — x^/2^) + . . . 

Wenn wir diese Reihe nach x Glied für Glied differenzieren, 
so erhalten wir die Reihe 

1 2a; 2a? 2x 

i" + a;2__i+a;2— "2^+ic2 — 32"^"" 

Diese Reihe konvergiert gleichmäßig in der Umgebung jedes 
Wertes x mit Ausnahme der Werte x = 0, +1, +2... 

Denn das alleremeine Glied = — - • „, ^ ist für 

^ x^ — n^ w2 a;2/w2 — 1 

hinreichend große Werte von n dem absoluten Betrage nach 
kleiner als k/n^, wenn k einen Wert bedeutet, der beliebig 
wenig größer ist als 2\x\, Der Fehler des w-ten Näherungs- 
wertes ist damit kleiner als k{lln^+ll(n-\-lY + ...)<Ckl{n—l). 
Daher stellt die Reihe nach dem oben (§ 11) bewiesenen 
Satze den Differentialquotienten von logf{x), also den Quo- 
tienten f[x)lt\x) dar. 

Wir stellen jedes der Glieder als eine Summe von 
zwei Gliedern dar und schreiben: 
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+ {ll{x — 2) + ll{x + 2)) + ... 

Wir setzen auf beiden Seiten der Gleichung o; + 1 an 
die Stelle von x und ordnen in dem w-ten Näherungswert 

ll{x + l) + (llx+ll{x + 2)) + (ll{x—l) + ll{x + 3)) + ... 

+ {ll{x-n + 2)+ll{x + n)). 

Die Glieder in der Reihenfolge und Zusammenfassung 

ljx + {ll(x+l)+ll(x—l)) + (ll{x + 2)+ll(x — 2)) + ... 

+{l/{x + n-2) + ll{x-n + 2)) + [ll{x + n--l)+ll{x + n)l 

Da die letzten beiden in eckiger Klammer zusammen- 
gefaßten Glieder für hinreichend große Werte von n be- 
liebig klein werden, so erhalten wir immer noch einen be- 
liebig genauen Näherungswert, wenn wir sie weglassen. Die 
übrig bleibenden Glieder sind nun nichts anderes, als der 
n — 1-te Näherunprswert der Reihe, von der wir ausgegangen 
sind, so daß wir die Gleichung erhalten 

(p{x + l)=l/x + {ll{x + l) + ll{x-l)) 
+ {l/{x + 2) + ll{x — 2)) + ...=^(pix). 

Mit anderen Worten (p(x) ist eine periodische Funktion 
mit der Periode 1. 

Die Funktion wird nur an den Stellen x = , + 1 , 
+ 2 . . . unendlich. In dieser Eigenschaft sowie in der 
Periodizität gleicht die Funktion q){x) der trigonometrischen 
Kotangente ctg(7rip). Auch diese hat die Periode 1 und 
wird nur an den Stellen x = Oy +1, +2... unendlich. 
Es liegt daher nahe, sie miteinander zu vergleichen. 

Setzt man 7ix=^u und dividiert die Reihe 

cos w = 1 — ^2/ 2 ! + ^4/4 ! — . . . 
durch die Reihe 

Qmu = u — u^l3 ! + w^ö ! — . • • > 
so erhält man nach einem Schritte 

sintill— wV2!+ u^jAl— u^jölll/u 

— 2w2/3! + 4wVö! — 6^6/7! + ... 
oder 
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c1g(jra:) = Il7ix — {2u^l3\ — 4:U^lb\ + . . .)/smu 
oder 

jr ctg(;7r ü?) — l/x = — ji: (2 u^jS ! — 4 1**/5 ! + • . .)/ sin«^ 

2ti/3! — 4^3y5!_[,,,, 

"" ^ 1 — wV3! +... 

In der Nähe von x = wird also die Differenz 
jT ctg(7i a;) — l/x nicht mehr beliebig groß, sondern läßt sich 
in eine Reihe nach positiven Potenzen von x entwickeln, 
die für x = verschwindet. Dasselbe gilt daher auch von 
der Differenz 

7ictg(jra;) — (p(oo). 

Denn auch <p(x) läßt sich nach Abtrennung von Ijx nach 
positiven Potenzen in eine Reihe von x entwickeln, die 
für x^=^0 verschwindet: 

71 ctg(7r x) — 9? (a;) = q rc + ^2 ^^ + • • • 

Wir denken uns nun in der Ebene der komplexen 
Zahlen einen Streifen abgegrenzt, indem wir durch die 
Punkte x = + 1/2 und x^ — 1/2 Parallelen zu der imagi- 
nären Achse ziehen. In diesem Streifen und auf seinem 
Rande hat der Ausdruck 

JT ctg(jr x) — q> (x) 

nur endliche Werte. Denn im Endlichen könnte nur die 
Stelle a; = in Frage kommen, wo aber, wie wir eben ge- 
sehen haben, das Unendlichwerden ausgeschlossen ist. 
Andererseits bleiben ctgipix) und q){x) beide endlich, wenn 
der imaginäre Teil von x sehr groß wird. Denn erstens ist 

07txi \ ß — jtxi ^nxijL.-^ J J_ g — 2nxi 

cte^inx) = — — .i = -= — ■. — - • i = ^ — . i . 

Wenn die imaginäre Koordinate von x groß und positiv 
wird, so wird e^^*«' sehr klein und daher cig{nx) sehr nahe 
gleich — iy wenn die imaginäre Koordinate groß und negativ 
wird, so wird e— «w«»' sehr klein und daher oi%{nx) sehr 
nahe gleich +i. Was zweitens (p{x) betrifft, so betrachten 
wir zuerst den Fall, wo x rein imaginär ist, x = ßi und ß 
positiv ist. 
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Dann ist 

,.. 1/1 . 2^ . 2/? , 2ß \ 

Um zu zeigen^ daß die Klammer auch für beliebig 
große Werte von ß eine endliche Größe nicht übersteigt, 
beachte man, daß 

< o« ,9 f"r t=^n — 1 bis n, 



ß^+n^^ß^ + P 
daß daher ^ 

mithin 

oo 

28 2ß 2ß f 2ß ,, 



ß^ + 1 ' /82 + 22 ' ß^ + S^ • 7 ^824.^2 



Für negative Werte von ß nimmt (p(ßi) die entgegen- 
gesetzten Werte an. 

Ist X nicht rein imaginär, sondern x = a + ßi, so 
schreibe man 

2x 1 2ß 1 + alßi 

x2^n^~ i ß2j^n^ a^ + 2aßi ' 

ß^ + n^ 

Dabei liegt a zwischen — 1/2 und +1/2. 

Nun ist 

a2 1/4 



ß^ + w2 ^ n'^ 
2aßi 



ß^ + n 



2 



== n 



9 o 

da der größte Wert von -, , ^ gleich lln ist. 

Folglich wird für hinreichend große Werte von n der 
Faktor 

1 + alßi 
a^+2aßi 

/?2 + w2 
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beliebig wenig von 1+alßi verschieden sein, d. b. einen 
endlichen Wert k dem absoluten Betrage nach nicht über- 
schreiten. Damit ist also 



2x 



< — — — /c 

= ß^ + n^ 



x^ — n^ 
und mithin bleibt auch die Summe 

jZj x^ — w2 

unter einer endlichen Grenze, wenn ß beliebig groß wird. 
Damit ist für den Ausdruck 

ip(x) = Ji ctg(7r x) — (p (x) 

nachgewiesen, daß er in dem ganzen unendlichen Streifen 
und auf seinem Rande eine endliche Grenze nicht über- 
schreitet. Da ferner 

rp{x-\-l) = yj{x) 

so folgt, daß \p{x) in der ganzen Ebene der komplexen 
Zahlen eine endliche Grenze nicht überschreitet und zugleich 
ist es in der Nähe jeder Stelle a nach positiven Potenzen 
von x — a entwickelbar. 

Daraus kann man schließen, daß tp(x) eine Konstante 
sein muß. Cauchys Integral 



^^' 2 7ltJ Z — X 



gilt nämlich hier, wenn man es über den Rand einer Kurve 
erstreckt, die den Punkt x umkreist, wie weit man auch 
die Kurve von dem Punkt x entfernt annimmt, und 
ebenso hat man 



'"')=.45/s^.^'- 



(z — x)' 

Da nun ip(0) auf der Kurve einen endlichen Betrag nicht 
überschreitet, so muß für hinreichend große Werte von ^ 



{z — xY Z — XZ — X 

dem absoluten Betrage nach ein beliebig kleiner Bruchteil 
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von sein. Wenn man als Kurve einen Kreis vom 

Kadius R mit dem Mittelpunkt x nimmt, so ist 

^ — x = Rep* 

und 

dz . , 
= i . rf o? 

z — X ^ 



Hier ist y;{z)/R für hinreichend große Werte von R 
absolut genommen beliebig klein; daher muß auch das Inte- 
gral beliebig klein und, da es von R unabhängig ist, gleich 
Null sein. 

Es ist mithin yj' {x) = , daher ip {x) konstant. 

Nun fanden wir oben, daß xp {x) für x = verschwindet, 
folglich ist in der ganzen Ebene 

q? (x) ^ 71 Gtg{ji x) 

oder 

f(x) cosinx) 

— - — - = ji 

f{x) 8ia{7tx)' 
Durch Integration wird 

logf(x) = log sin;7z x-{- C. 

Mithin endlich 

f{x)== Ol smjzx. 

Der konstante Faktor C^ muß gleich 1/ji sein, denn f(x)lx 
nimmt für x^O den Wert 1 an, während siuTixIx gleich n 
wird. Wir erhalten demnach für &mx die Produkt- 
entwicklung: 

8hi(7tX) = 7lx{l— x^) (1 — x^/2^) (1 — x^S^) . . . 

und für cigjix die Reihenentwicklung 

. . 1 ^ 2a; 2^ , 2x , 

&v / X x^ — 1 x^ — 2^ * x^ — 32 * 



216 rV. Abschnitt. Unendliche Produkte. 

§ 25. Die Thetareihen. 

Die folgende Funktion von x und r ist besonders ein- 
fach durch ein unendliches Produkt darstellbar : 

[l+r^x){\ + r^x'-')... 
Die unbedingte Konvergenz verlangt, da£ die Reihe 

rx + rx'''^-\-r^x + r^x—'^ + r^x + r^x—'^-\-.., 

unbedingt konvergiert. Da« ist dann und nur dann der 
FaU, wenn der absolute Betrag von r kleiner als Eins und 
X von Null verschieden ist. Dies wollen wir im folgenden 
voraussetzen. 

Aus der Vertauschbarkeit der Faktoren ergibt sich 
sogleich, daß 

f{r^Xjr)^{l + r-'^x-'^){l + rx-^){\+r^x){l + r^x'-'') 

{l+r^x){l+r^x-^)... 
Da nun 

1 + r ~ ^ x -" ^ = ( 1 + r ic)/r a? , 

so ist demnach 

(I) f{r^x,r)^f(x,r)/rx. 

Aus dieser fundamentalen Eigenschaft der Funktion 
f[Xyr) ergeben sich sogleich andere Eigenschaften. Suchen 
wir z. B. die Entwicklung von f{x,r) nach positiven und 
negativen Potenzen von x, die nach dem Integral von 
Cauchy 

^ ^ 27itJ z — x 
möglich sein muß, so können wir ansetzen: 

f{Xy r) = J. + ^1 a; + J._ i a?- ^ + -^g a;^ + A^^ ä:~* + . . . , 

wo die Koeffizienten A von r abhängen. 
Setzen wir nun für x ein r^a?, so wird 

f(r^ XyT)=^ A-\- A^r^ x-^ A—i v^x^^ + A^r^x^ 

Dies muß wegen der fundamentalen Eigenschaft (I) gleich 
der folgenden Entwicklung sein 
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oder 

und wegen der Eindeutigkeit der Entwicklung haben wir 
daher 

A =^ir-i 

A^r^^A^r-^ A^ir-^ = A r"^ 



A2 r^ = Aor—^ A-2 r—* = A^i r^ 



1 



oder 

Ai =Ar, A2 =Ar^, A^ =^r», ...An =Ar^* 
A^i = Ar, A-2 = Ar^, A^s^^Ar^, ... A-n = Af^* 

und damit die für r<|a;| <r~^ konvergente Beihe: 

f(xyr) = A(l + r{x+x-^) + r^(x^+x-*) + r^{x»+x-^)+...). 

Nur der Faktor A ist damit noch nicht gegeben. Wir 
können Um als Quotienten eines Produktes und einer 
Summe ausdrücken^ indem wir a;»l setzen und in der 
letzten Gleichung f{i,r) durch das unendliche Produkt er- 
setzen. So ergibt sich: 

._ (l+ry{l+r^)^l+r^K.. 

Es zeigt sich damit die Abhängigkeit der Funktion f(x,r) 
in bezug auf die Veränderliche x in sehr einfacher Weise 
auch durch eine unendliche Keihe darstellbar. Ja für die 
numerische Berechnung ist die Keihendarstellung vorzuziehen^ 
weil die Potenzen von r hier sehr viel rascher wachsen als 
in den aufeinander folgenden Faktoren des Produktes. Da- 
gegen ist die Darstellung durch das Produkt wertvoll, um 
die Eigenschaften der Funktion zu erforschen. 

Wenn man in dem unendlichen Produkt statt der un- 
geraden Potenzen von r gerade einsetzt und eine neue 
Funktion F[xyr) durch die Gleichung 

F(Xyr) = {X+x){l+r^x)(l+r^x-^){l+r^x){X+r^x-'^)... 

definiert, so findet man sogleich, daß die neue Funktion mit 
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der alten in sehr einfacher Beziehung steht. Denn es ist 

f(^,r\=.{l+x){l+r^x-^){l + r^x){l+r^x-^){l+r*x)... 

= F{x,r). 

Ebenso liefert uns das Produkt, in dem alle Potenzen 
von r vorkommen, 

(l+x)(l + rx)(l + rx-^)(l + r^x)(l + r^x'-^)... 

nichts Neues; denn es ist nichts anderes als f(x,r)» F(Xfr). 
Um noch tiefer in die Eigenschaften der Funktionen f und 
jF einzudringen, müssen die beiden Entwicklungen in ein 
Produkt und in eine Reihe herangezogen werden. 

Wir schreiben 

f{x, r) = Ä' Zx^ r^-* (A = , + 1 , — 1 , + 2 , - 2 . . .) 

und setzen för x einmal x*y und einmal x\y ein 

f{xyfr) = A'2a^y^r^^ 

}. 

Werden diese beiden Reihen miteinander multipliziert, 
so ergibt sich 

f{xy, r) . f(x\y, r) = ^2 . "^oc^+t^ . f-^^ . r^«4-A*« . 

Die Summe auf der rechten Seite zerlegen wir in zwei 
Teile, indem wir einmal nur die Terme zusammennehmen, 
in denen l und ju beide gerade oder beide ungerade sind, 
und einmal die Terme, in denen entweder A gerade und jn 
ungerade oder k ungerade und /bt gerade ist. In dem ersten 
Teil nehmen X + ju und X — /a alle geraden positiven und 
negativen Werte an und zwar jede solclie Kombination nur 
einmal. Schreiben wir daher A + u = 2a, k — /i==2/?, so 
wird der erste Teil der Summe gleich 

y^X^CL . y2ß ^a^+2ßi ^ y^j3a ^2a2 . y^y2ß^2ßi 
a,ß a T 

(a, j8 = , + 1 ^ — 1 > + 2 , — 2 . . .) . 

In dem zweiten Teil der Summe nehmen X + ju und 
k — ju alle ungeraden positiven und negativen Werte an 
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und wieder jede Kombinatioii nur einmal. Sehreiben wir 
daher hier A + // = 2a + l, X — jLL = 2ß + l, so wird der 
zweite Teil der Summe 

a ß 

Nun fanden wir oben 

Setzen wir hier für x und r ihre Quadrate ein, so wird 

f(x^, r2) = ^(r2) . Sa?<^ • r««». 

a 

Mithin läßt sich der erste Teil unserer Summe in der Form 

f(x^yr^)'f(y^'r^)l(Ä{r^)y 
schreiben. 

Andererseits ist 

2a — 1 
a 

Schreiben wir der Kürze halber 

r^Ux—^l^f(xlrfr)===g(x,r) *), 

so läßt sich der zweite Teil unserer obigen Summe in die 
Form bringen 

Somit haben wir die Gleichung 

= {A (r) Yl{A (r2) y . \f{x\ r^) f{y\ U) + g {x\ r^)g{y^ r^) ] . 

Die Entwicklung von g{x'^, r) enthält nur ungerade Potenzen 
von X und nimmt daher den entgegengesetzten Wert an, 
wenn man o; in — x verwandelt. 



*) x—'^li ist hier zweideutig. Zur vollständigen Definition 
des Wertes von g(x,r) gehört also die Angabe, welcher Wert 
von 05— ^/a gemeint ist. 
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FolgUch erhalten wir bei Verwandlung von x in —x 
die Gleichung 

2) f{-xy,r).f(-xly,r) 

In analoger Weise ergibt sich: 

flf(a;y, r)-flf(ic/y, r) 

Hier teilen wir wieder die Summe auf der rechten Seite in 
zwei Teile, Im ersten Teil soll a + ß — 1 ungerade und 
a — ß gerade sein, im zweiten Teil umgekehrt a-\-ß — 1 
gerade und a — ß ungerade. Andere Möglichkeiten kommen 
nicht vor, weil die Summe der beiden Zahlen gleich 2 a — 1, 
also ungerade ist. Auf diese Weise erhalten wir: 

g(xy, r)g(xly, r) 
=(Ä(r))^[2x^^-^r(^^-^^^l^i:ff'r^f*^+Zx^f'f^f'*2f^^^-^^^^ 

das heißt: 

3) 9{xyyr)'g{xlyyr) 
^{Ä{r)mÄ(r^))^g(x^,r^)>f{jy^,r^) + nx^r^).g{y^r^]. 

Die beiden Faktoren auf der linken Seite sind erst dann 
eindeutig, wenn die Werte von a?— ^'«y'/a und ip^^'s/y"^'« 
fixiert sind. Hier ist angenommen^ daß iC"*'« und y~*'« bei 
beiden Faktoren dieselben Werte haben sollen. Dann ist 
das Produkt nicht mehr zweideutig. Bei Verwandlung 
von o; in — x erhält man 

4) g{-'^y>r)'g(—xly,r) 
^(Ä{r)yi{Ä{r^)y[—g{x^,r^)f(y^,r^) + f{x%r^)'g(y^ 

Die vier Gleichungen 1) bis 4) sind aus der Reihen- 
entwicklung 

IJx^f-^' und 2'a;(««-i)'M««-iW 

gefolgert. Andererseits folgt aus der Pröduktentwicklung 

f(x,r) = (l+rx){l+rx-^)(l+r^x){l+r^x-^)... 
f{xlr,r)=^{l+x)(l+r^x-^)(l+r^x){l+r^x-^){l+r^x)... 

sofort^ daß 

5) f{x,r)^f{--x, r) = f(-^x^,r^) 
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6) fixlr, r) . /•(- xlr, r) = f{- x^jr^ r«) 

oder auch, wenn auf beiden Seiten mit //«a;"'*/« • //* • (— ^)~*/« 
multipliziert wird 

6a) 9{x,r)'g{—x,r)^g(^x^lr^,r^) 

und 

7) fixir, r) = f{x, r^) • f{xlr^, r^) 
oder 

7a) //* gf (a;, r) = /"(^r , r^) gf [x^ r^) . 

Diese Eigenschaft werde nun mit den in jenen vier Glei- 
chungen enthaltenen verknüpft. Wir multiplizieren jede 
Seite der Gleichung 1) mit der entsprechenden Seite der 
Gleichung 2) und erhalten so: 

8) f(x y,r)'f{—x y, r) • f{xly, r) f{— xjy, r) 

= (Ä (r) )^I(Ä (r^) )^ [(f(x^ r^) f(y^ r^) Y — {g {x\ r^) g [y\ r^) Y] 

oder mit Benutzung der aus der Produktentwicklung 
folgenden Eigenschaft 

(8a) /•(- x^ y\ r«) • f{— x^ly\ r^) 

In derselben Weise erhalten wir aus den Gleichungen 3) 
und 4) 

(9) 9i^y>*')9i — ^y>^)9{^ly>^)9{ — ^/y»*") 

= (A (r) YliA {r^ )* [(fix^, r^) g (y\ r«) r--[g (x\ r^) f{y\ r") )«] 

(9a) g{-x'' y\ r^) ■ g (— x^jy^ r'-) 

= (A (r) yiiA (r^) y [{fix% r^) g{y^r^)Y-{g {x\ r^) • /"(yS r*) f]. 

Wenn man in diesen Gleichungen (8) und (9) der Veränder- 
lichen y den Wert 1 gibt, so liefern sie zwei lineare homo- 
gene Gleichungen zwischen den Quadraten der vier Funktionen 
f{x^yr^)y f{—x^,r^), g{x\r^), g(—x^,r^, in denen die 
KoeflSzienten nur von r, nicht von x, abhängen. Daraus 
folgt, daß die Verhältnisse der vier Quadrate als Funktionen 
von X allein durch eines dieser Verhältnisse linear aus- 
gedrückt werden können. 

Diese vier Funktionen sind von Jacobi in die Analysis 
eingeführt worden. 
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Er setzt x^e^* und definiert die vier Funktionen 

^{<p)y M^h ^2{<P)y ^3(9^): 

'^1 {(p) =9i— ^S r^)l^ (r2) = ri/2 ix-^ f{— x^lr\ r^)lA [r^) 

Wenn wir für die Funktion f und gf ihre Reihen- 
entwicklungen einsetzen: 

^ (-_ ^.2^ y.2) _ ^ (y2) i2'(— 1)« ^2a-l ^(2a-l)2/2 *) 

und r2 = g^ setzen, so erhalten wir für die vier i9-Funktionen 
die Formen 

'd' (99) = 1 — 2 ^ C082 9? + 2 2^ cos4 9? — 2 ^^ cos6 9? + . . . 
^3 (99) = 1 + 2 g cos2 99 + 2 g^ cos4 9? + 2 g'^ cos6 9? + . . . 
i?i (9?) = 2 q^\^ sin 9? - 2 g»'* sin3 9? + 2 g25|4 gin(5 9?) - . . . 
^2 (9?) = 2 gi'*cos97 + 2 g9/^cos3 ^ + 2 225i4cos(5 9?) + . . . 

Auf der anderen Seite haben wir für dieselben Funk- 
tionen die Entwicklungen in Produkte, von denen wir aus- 
gegangen sind. Aus der Verknüpfung der beiden Ent- 
wicklungen ergeben sich dann die weiteren Eigenschaften 
der Funktionen, die zur Theorie der elliptischen Funktionen 
führen. So folgt z. B. aus den Gleichungen (8) und (9), daß 
die Verhältnisse der Quadrate von d', d'^y i?2? ^s liJ^^ar 
durch eines dieser Verhältnisse ausgedrückt werden können. 

Wir wollen noch die Gleichungen (1) bis (7) in der 
Jac ob i sehen Bezeichnung hinschreiben. Um die Abhängig- 
keit der Funktionen d' von q zu bezeichnen, schreibt 
Jacobi ^(9?,g), '^i{(p,g) usw. 

Wir setzen y = e'^* und können dann die Gleichungen (1) 
bis (7) in die Form bringen 



*) Die ursprüngliche Zweideutigkeit von g (x r) ist hier be- 
seitiget, indem über (a?*)— 1|2 und (— o?')— 1/2 in dem Sinne x~-^ 
und ix—^ entschieden ist. 
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{2*){>[^,q''»)& (^^,2>'^)=d8{<P,<?)*s(V,ff)-^2(9',«)*2(v,2) 

(3*) »^2 (^■^, 2>'*) ^^2 (^, 2^'^) == ^3 iV, «) *2 (V. S)+^2 W, i) *8 (V, «) 
(4*) ^, (Ö', gila) ^^ (a, gl '2) = »^ (^, g) ^^ (y, q) _ »^ (^, g) ^3 (,^, g) 

(5*) i^8 (9P/2, ffi'^) 1? (9/2, 2»'^) = A {r-^)l{Ä.{r)y & {<p, q) 

(6*) t?, (W2, «"^) i>i (W2, «"*) = ^ ('-^)/(-4 W r ^1 iSP, i) 

(7*) r^\* &, {cp, qMi) = {A {r^mA (r) d« (9^, q) &, {<p,q). 

Und ebenso wie oben erhalten wir die Gleichungen (8*) und (9*) 

(8*) m^.9{<p + y,)^{qp-yj) = (^3 (q,) ^3 {yj) ^ - (^, (9.) &, (y,) ^ 

(9*) m-^ .M<P + V) *i (9' - V) = (*8 (?') *2 (V) )' - (*2 (<P) *8 (V) )' 

WO m = ^(r2)/(J.(r))2 gesetzt ist. 

Aus (8*j und (9*) folgen eine Reihe von neuen Glei- 
chungen, wenn man cp in 9? + ^/2, d. h. ^ in i^ überführt. 
Denn es ist 

Aus (9*) folgt ein für die Rechnung bequemer Ausdruck 
fiir m. Wenn wir i/; = 7r/2 setzen, geht die Gleichung (9*) 
über in 

und damit m = + i?(0). Da für r = sowohl m wie #(0) 
gleich 1 wird, so ist das negative Zeichen nicht möglich 
und es folgt 

(10) m = *(0), 

so daß wir für i/; = aus den Gleichungen (8*) und (9*j 
erhalten : 

^ (0) *' (9>) = ^, {,p) &l (0) - ^l (<p) &l (0) 

und bei Verwandlung von (p in 99 4-^^ 

i»» (0) ^, (9>) = *' (9>) ^? (0) - »l (<p) di (0) 
^^'''' ^ (0) ^, {^) = ^ (^) *? (0) - ^ (9>) ^; (0) . 
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Diese Relationen bestimmen die Verhältnisse der Quadrate 
von ^(9?), ^i(9?)> ^2(9^)^ ^3(9^) durch irgend eines von 
ihnen. 80 ist z. B. 

»l (<p) _ ^l (0) (. n (0) m (y) \ 

^l (<p) ^ ^l (0) L »\ (0) »\ {<p) \ 
*' (<p) *' (0) v ^\ (0) *^ (9?) / • 

Jacobi drückt diese Beziehung in anderer Form da- 
durch aus, daß er einen Winkel A einführt, durch den die 
drei Quotienten i?i/i?, ^2/^; ^s/^ so ausgedrückt werden: 

*i(<p)/^(?') = *i,(0)/*s(0)-8inA 

^A'P)l^i'P) = '»2iOW (O).cosA 
^s(9')/*(9') = *8(0)/^(0)- AA, 

WO unter AA der Ausdruck 

AA = yi-(i?2(0)/*3(0))*sinU 
verstanden ist. 

Um auch noch den Faktor Ä{r) bequem berechnen 
zu können, durch den die i?-Funktionen mit den Produkten 
fund g zusammenhängen, beachten wir, daß die Gleichung (7) 

f{xlr,r)=f{x,r^).f{xjr\r^), 

deren Richtigkeit aus der Definition von f unmittelbar her- 
vorgeht, bei Multiplikation der beiden Seiten mit den beiden 
Seiten der Gleichung (5) die Form annimmt: 

f{x, r) n- X, r) fix/r, r) = f{- x\ r^) f{x, r«) fix/r^ r^) . 

Setzt man hierin x=ly so unterscheiden sich die beiden 
Seiten nur dadurch, daß rechts r^ geschrieben ist, wo links 
r steht 

/•(l , r) . /•(- 1 , r) . filjr, r) = f{l , r^) • /"(- 1 , r^) • /"(l/r« , r^) . 

Da r hier einen beliebigen Wert bedeutet, dessen ab- 
soluter Betrag nur kleiner als 1 sein muß, so können wir 
auf beiden Seiten statt r auch r^ schreiben 

und haben daher 
fil , r) a- 1 , r) f(ljr, r)=f(l,r*).f{-l, r*) • fO-jr^, r*) . 
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Hier können wir wieder r^ statt r schreiben und in dieser 
Weise fortfahrend^ finden wir 

f{l,r).n-l,r).f{llr,r)^ni,r^'f(-l,r^'nr-^,r^), 

wo n eine beliebig große positive ganze Zahl bedeutet. 

Für hinreichend große Werte von n wird r^** beliebig klein 
und die Faktoren der rechten Seite nahem sich den 
Werten 1, 1, 2. Da nun der Wert der rechten Seite von n 
ganz unabhängig ist^ so kann er kein anderer sein als 2 

f{l.r)-fi-l,r)'f{llr,r)^ai,r^).f{-l,r^yf{llr^r^^2, 

oder wenn wir die t!^-Funktionen einführen 

(J.(r2))8.*3(0).*(0).r-i/2.*2(0) = 2, 
d. L 

(2^)' = 1/2 r-^" • * (0) • &, (0) . ^3 (0) . 

Man kann auf diese Weise den Wert von Ä(r^) berechnen, 
indem man die 3 Reihen ^ (0) • ^2 (ß) * ^8 (0) ermittelt, ohne 
daß es nötig ist, das unendliche Produkt zu berechnen, das 
in dem oben gegebenen Ausdruck von Ä(r) vorkommt. 

Eine noch einfachere Entwicklung gewinnen wir aus 
den Gleichungen (5*) und (7*) 

*8 (W2, 2^'^) • * (W2, a'^') --m^(<p, q) 

wo m^A(r^)l{A{r)y, fnf^(Ä(r^)Y/Är gesetzt ist. 

Setzen wir 97 = und multiplizieren wir links und 
rechts, so wird: 

r^l'' . d (0, q^l^) . *2 (0, 2^/«) • ^3 (0, g^/«) 
= m m' * (0 , g) . i?2 (0 , g) . ^3 (0 , 2) . 

Differenziieren wir ferner die letzte Gleichung nach 97, 
setzen 99 = 71/2 und beachten, daß d2W2^ä') = 0, ^3(^71/2, g) 
= ^ (0, g) = m ist, wie S. 223 gefunden wurde, so erhalten wir 

ri'*^a(7r/2, q^l^) = r^l^'»i{0,q^l^) = m'm'9i(jtl2,q) == mm'^l{0, q). 

Mithin ist 

&l{0,q^l') ^i(Og) 

* (0, q'l^) ' ^, (0, g'(«) . ^8 (0, q'l') ^ (0 2) . d, (0 j) . *8 (0 q) ' 

Runge, Theorie und Praxis der Reihen. 15 
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Die linke Seite unterscheidet sich wieder von der rechten 
nur dadurch^ daß links q^^^, rechts q geschrieben ist. Da q 
eine Veränderliche ist^ so folgt, daß wir auch links q 
statt q^l^y und rechts q^ statt q setzen können usw. Der 

Wert des Ausdruckes bleibt daher ungeändert^ wenn man g^ 
statt q einsetzt. Mit hinreichend großem n ist aber q^ be- 
liebig wenig von verschieden und dabei sind '^(Oq^^ 

*3(0,g2^ und 'd{{Q,q^)j'»^{0,q^) beliebig wenig von 1 ver- 
schieden^ und da der Wert des Ausdruckes von n unabhängig 
ist, so kann er kein anderer sein als 1, 

*i(0^) = *(0^).*2(0,«)-*3(0,g). 
So erhalten wir für A{r^) die Gleichung 
(1/J.(r2))3= l/2r-i'2 . ^i(O^) 

= 1 — 3r4+5ri2 — 7r24 + 9r^o — ... 
oder auch 

(l/^(r))3 = l — 3r2 + 5r6— 7ri2 + 9r20— ..., 

die für die Kechnuog ausnehmend bequem ist. 

Damit haben wir fiir das zuerst betrachtete Produkt 
die Entwicklung gewonnen 

l-\'r{x + x-'^) + r^{x^ + x-'^)-\-r^(x^ + x-^) 



yi — 3r2 + 5r6 — 7yi2 4-9y.2o__, 
und ebenso 
g{Xyr)=^r^\^x-'^\^{l + x){l-^r^x-'^){l+r'^x){l+r^x-^) 

^1/4(^1/2 _|_ ^-1/2) _j_ ^/4(-^/2 ^ ^-3/2) ^ ^6/4(^/2 _|_ ^-6/2) ^^ ^ ^ 



yi — 3r2 + 5r6 — 7ri2 + 9r2o_.., 

Man kann für A{r) auch eine Produktentwicklung finden. 
Wenn man nämlich von der Definition 

'^A<Py9) = r^^^ix-^ {1 — x^) {l—r^x^) (1 — Ha;-^). ../^(r«) 

ausgehend beide Seiten nach (p differenziert und x^^l, 
97 = setzt; so ergibt sich 

^[ (0, q) = ri/« . 2 (1 — H)2 (1 - r8)2 (1 — r^^y . . ./^(r^) . 
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Da nun, wie oben gefunden wuxxle, 

^i(0,q)^2r^l^l{Ä(r^)y, 
80 ergibt sich durch die Verbindung dieser beiden Gleichungen 

l/( J. (r2) )2 = (1 — ry (1 — r^y (1 — r^^y . . . 
und damit 

l/^(r2) = (l — H)(l — r8)(l— ri2)... 

oder auch 

l/^(r) = (l — r2)(l-H)(l— r«)... 

Damit haben wir für die beiden Produktentwicklungen: 

l+r(x+x-^)+r^{x^+x-^)+r^(x^+x'-^)+ . .. 



f{x,r)^ 



9(^,r)=^ 



(1 — r2) (1 ~ H) (1 - r6) (1 —r») . . . 
(1— r2)(l-r^)(l— r«)(l— r»)... 



Diese Ausdrücke sind für die Rechnung nicht so gut ge- 
eignet; aber sie sind deshalb von Wert, weil dadurch die 
*^ Funktionen i^g (9?/2, g^'«) und t>, (9?/2,s^^/2), welche die 
Zähler der beiden Ausdrücke bilden, in ein Produkt von 
lauter zweigliedrigen Faktoren zerlegt werden, wodurch 
manche ihrer Eigenschaften immittelbar abgeleitet werden 
können. Die anderen beiden i9-Funktionen gehen durch 
Vertauschung von a; mit -o: aus diesen hervon 

Um den Zusammenhang der ^-Funktionen mit den 
elliptischen Funktionen voUständig zu zeigen, sind noch die 
Difierentialquotienten der ^-Quotienten auszudrücken. Zu 
dem Ende schreiben wir die Gleichungen (3*) und (4*) etwas 

anders, indem wir links tp und yj statt und ■ 

und dann auf der rechten Seite natürlich (p + yj und (p — tp 
statt <p und tp. Auch wollen wir die beiden Gleichungen 
addieren. Dann erhalten wir 

= 2 *3 (97 + v', «) *2 (9^ -- V'» «) • 
Für tp=^0 gibt diese Gleichung 

(I) &, i<p, qM*) », (0, gl/«) = 2 ^, {<p, q) d, (<p, q) . 

15* 
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Setzen wir tp + nß statt xp ein, so nimmt die Gleichung 
die Form an: 

- *, i<P, «"*) *i (V, «*'») + *i i<p> q'i') ^, (V, «''*) 

« . • 

Wenn wir jetzt auf beiden Seiten nach tp differentieren und 
dann ^^ = setzen^ so folgt 

(II) --M<p;i'^')»ii^>Q'^')-^»\m)M% a)-^H% o) ^i(<p> ?)• 

Mithin ist wegen der eben gefandenen Gleichung (I) 

/ym ^ (y> q) ^1 (<p> g) — ^ (y> g) ^i {<p> g) ^s (y» g) ^a (y> g) 

^^^ *l(0,gW«) ^,(0,g»'«) 

oder auch, da ^i (0, «»'«) = d (0, s»'«) *» (0, g»/«) (tJj (0, 2»'«) und 
nadi (5*). und (10) ^g (0, g»'*) • d (0, gi'«) = d« (0, g) : 

Wenn mtor in dieser Gleichung auf beiden Seiten durch 
'^^{^fO) dividiert und zur Abkürzung schreibt 

^l(y> g)_rr ^«(y>g) ^pr ^8 (y> g) _ Tp- 

*(9,,g) ^' »{tp,q) '^ »(<p,q) ""^ 
so nimmt die Gleichung die Form an: 

^=^2(o).F.Tr- 

Ahnliche Gleichungen gelten auch für die Differential- 
quotienten von Fund TT. Denn nach den Gleichungen (12) ist 

^(0)F'=.^(0)-^{0)ü^ 
^ ' . ^(0)F» =^(0) — ^(0) XP, 

und daher folgt durch Differentiation: 

#(0)T7- dTr= - ^(0) Cdü 

oder auch 

1 du }_Ai- L_ <^^ 

d'CO) FTF~~i^,(0) TtFtr" tfj(ü) ur~ '^' 

Nun sind zwei der Größen U, V, W durch die dritte 
algebraisoh ausdrückbar ((11) und (12)), folglich erhalten 
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vir <p in drei Formen als Integral eines algebraisehen 
Differentials: 

^r d_ü 

'^ ~J m (0) - »l (0) TP) {^l (0) - ^J (0) TP) 

dV 



-i 



y (^ (0) + *j (0) F») (*5 (0) — ^ (0) n 



y(*uo)— i?HO)TF') (*; (0) Tf * — ^ (0)) 

Als Fanktion des oben S. 224 definierten Winkels l 
ist dann (p durch das Integral dargestellt: 

_ / dX ^ r dJ_ 

"^ j y#J(0) — i?J(0)sin»A j y#*(0)sm»A + *J(0)cos';i' 



da nach (11) d^O) == *! (0) — *2 (0) wird. 

Wenn Ä von bis 7v/2 lauft, so wächst hiemach (p und 
nach der Definition von X wird A = jr/2 für (p = nj2. 

Damit ist der Anschluß an diejenige Definition der 
elliptischen Funktionen erreicht^ die von dem Integrale 
ihren Ausgangspunkt ninunt.*) 

Es möge schließlich noch gezeigt werden, wie die ge- 
fundenen Entwicklungen der ^Funktionen auf das Ver- 
fahren des arithmetisch^ometrischen Mittels führen. 

Es seien zwei positive Zahlen a und h gegeben, man 
soll einen Wert m finden von der Art, daß 

Dies kann in folgender Weise geschehen: In den Glei- 
chungen (1*) und (2*) setzen wir tp und \p gleich Null und 
addieren die linken Seiten zueinander und die rechten 
Seiten zueinander. Dann ergibt sich: 

*S (0, 2^") + ^(0, «?>'«)-= 2 ^(0,g). 

*) Der hier dargestellte Weg ist denjenigen ähnlich, den 
Jacobi in seinen Vorlesungen gegangen ist (vergl. Werke Bd. 1, 
S. 499 u. ff.), mit dem Unterschiede, daß Jacobi nur die Reihen- 
entwicklung herapzieht, während hier gerade durch die beiden 
Entwicklungen als Produkt und als Reihe auf einfachem Wege 
die erforderlichen Relationen gewonnen werden. 
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Ferner setzen wir in der Gleiehnng (5*) 93 = und erhalten 

Wenn wir nun in beiden Gleichungen q^^* durch a und 
q darch f ersetzen und mit m mul^Meien, bo können 
wir schreiben: 

Mit anderen Worten: Das arithmetische Mittel ist gleich 
m &i (0, g^) und das geometrische Mittel ist gleich m ^ (0, q^. 

Wenn wir aus diesen beiden Werten wieder das arith- 
metische und das geometrische Mittel nehmen^ so erhalten 
ynrm'dliOg^) und m^(Og^), beim nächsten Schritt m^(Og®) 
und w^'(0^) usw. Eine hohe Potenz von q ist nun sehr 
wenig von NuU verschieden. Für q = aber werden ^ 
und 'ff^ sehr nahe gleich 1 und daher werden dann die beiden 
Mittel sehr nahe gleich m sein. Ist m gefunden , so kann 
man a<s irgend einer der Gleichungen durch ümkehnmg 
der Potenzxeihe aueh q finden. 

Diese Methode wird zur Berechnung des vollständigen 
elliptischen Integrals 




a^cos^Ji + b^sm^X 



verwendet. Haben wir nämlich m bestimmt^ so ist 

dX 



r dx , ^1^ r_ 

J ^a^eo8^X + b^sm^X mj -ßl 




(0q)co8n+'9^(fiq)Mn 



Nun ist nadi der Definition X^nß für (p^nß und 
daher ist 

jr/2 

^^ 1/ /o 

= l/m«7r/2. 



/i 



ya^ cosU + &2 sinU 


Der Wert des Integrals kann mithin durch das Ver- 
fahren des arithmetisch-geometrischen Mittels gefunden 
werden. 
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Für einen beliebigen Wert von X haben wir damit 

r dx \ r dx _i 

J ia^co8^X+bHin^X~ m J '^'9U0q)co8^X+'9^{0,q)8m^X m 



' 



Die Berechnung des Integrals reduziert sich damit^ wenn m 
gefunden ist, auf die Berechnung von q> aus den Größen 
^> ^(0«), 'ff'iOq). Mit diesen Größen sind auch '»l{Oq) 
und die Werte von U,V,W gegeben. 

Wenn #3(0,^) und '&{0,q) nicht sehr erheblich von- 
einander verschieden sind, so ist q klein. Denn wir haben 

Hieraus läßt sich q durch Umkehrung der Reihe sehr be- 
quem berechnen, und wenn man q gefunden hat, wird der 
Zusammenhang zwischen 9? und X durch die i^Reihen z. B. 

sinA = *s (0)/^, (0) . &, {<p)ß i<p) 

sehr einfach dargestellt. Angenähert ist z. B. 

sinA = *8 (0)/*2 (0) • 2 q^l^ • Qm<pl(l — 2 g cos 2 9?) , 

wenn man g®'* gegen g^'* vernachlässigt. 

Wenn q aber nicht so klein ist, daß man in den Beiben 
sich auf wenige Glieder beschranken kann, so kann man zu 
^Reihen mit kleinerem q in folgender Weise übergehen. 

Die Gleichungen (3*) und (4*) geben durch Subtraktion^ 
wenn man ^^ = setzt 

*l (W2, q'") - *? (W2, ?*'*) = 2 ^8 (<p, q) &s (0, q) . 
Die Gleichungen {6*) und (10) besagen, dafi 

&, (W2, q'!*) »X (<pI% 2''*) = ^ (0, <?) • ^i ifP, q) • 
Aus diesen beiden Gleichungen folgt durch Division 

2^»3(y/2.g^'»)^x(W2,g'") »(0,g) M9,i) 

»\ (W2, 2*") - *? (W2, 2'") *8 (0, q) *, (9, i) 
oder, wenn wir <p,q statt <pl2,q^l* einsetzen 

2 j», (y, g) »i (y, g) ^ ^ (0, g') . ^1 (2 y, gQ 
^l {9> i) — ^\ i<P, 9) " *8 (0, g*) ' *2 (2 <p, g*) ' 
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Durch diese Gleichung ist es möglich^ d^ (2 9?, q^)l'&2 (2 % ö'^) 
aus #1 (97, q)l'&2 (q>, q) zu berechnen und somit zu ^Funk- 
tionen überzugehen, bei denen q^ an die Stelle von q ge- 
treten ist Am besten führt man dazu einen Hilfswinkel ein. 

Setzt man 
so ist 

l_tg2t* ^^^'•^ ^s{0,q')^A2<P,qr 

Der Quotient 1? (0, g'^/i?8 (0> g^) ^* *^^s der Berechnung 
von m zu entnehmen; dort war 

und daher 

^8(o,?^)/*(o,«*)=i^Ä. 

Damit findet man: 

^1 (2 (p, q^)l», (2 99, g2) _ y5^tg2 1* . 

Jetzt kann man q^ aus der Reihenentwicklung: 

y^-y&> ^ ^,(o,g»)-^(o,g«) , ^ ^,,, ^ ^,^, ^ 

4 4 

,durch Umkehrung berechnen und hat dann: 

.j—ij-. o _ q^^^ sin2 tp — fl^ sinS y + g^^^^ sinlO y — . . . 
^^'^^ gi/2cos29? + 28'2cos69? + g«ö/*cosl097 + ... 

Nehmen die Glieder auch hier noch nicht rasch genug 
ab; so kann, man dasselbe Verfahren fortsetzen: 

y^/^tg2w=»tgfi' 

*, (4 9P, g*)/i>, (4 9?, ffO = y^ <g2 ^ 

1/-]^ . ,0 ,y^ _ g sin4 9? - g^ 8inl2 y + g'^ 8in2e^r^ . . . 
}/(hl^2^K^^) qQoaA<p + q^cosl2(p + q^^GOs20(p + ... 

usw. 

Würde man dieses Verfahren hinreichend weit fort- 
setzen , so würde an/hn beliebig wenig von 1 verschieden 
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sein und auf der rechten Seite würde man sich im Zähler 
und Nenner auf das erste Glied beschränken können. 
Damit wäre mit beliebiger Genauigkeit: 

tg2w(~-^) = tg2*9? 
oder 

e^(«-i)==2'*-"^9?. 

Es muß aber der Erwägung im einzelnen Falle über- 
lassen bleiben, ob es ratsam ist, das Verfahren so weit fort- 
zusetzen, oder ob man schon früher stehen bleibt, dafür 
aber an/K nicht gleich 1 setzt und auf der rechten Seite 
mehr als ein Glied der Reihenentwicklung berücksichtigt. 
In der Begel, d. h. wenn a und 6 nicht gar zu weit von- 
einander verschieden sind, werden wenige Schritte genügen. 
Denn die Potenzen von q wachsen sehr rasch q, q^, q\ g®, 
q^^... und das Verhältnis des arithmetisch -geometrischen 
Mittels nähert sich sehr schnell dem Werte 1. 

Beispiel: 

dl 



h 



yöcösÜ+lsin^I 



a = 3 6 = 2 
«1 = ^^ = 2,5, 6i = y^T6==y6 = 2,44949 

Oj = ?i+A = 2,47475 , \ = yöTtT = 2,47462 

^^±^ = 2,47468 = y^. 



Damit haben wir: 

X 

dX 



h 



= 9)/2,47468 



y9 cosU + 4 8in«A 



■d\ (0 g) = 3/2,47468 d. (0 q) = 1,10103 
^ (0 «) = 2/2,47468 * (0 g). = 0,89899 

^iM^l^M = 0,05051 = g + g» + g«* + .. . 
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Damit ist bis auf fünf Dezimalen 

g = 0,05051. 

Denn die höheren Potenzen von q beeinflussen die 
fünfte Dezimale nicht mehr. Damit wird bis auf etwa fünf 
Dezimalen 

. , .1,10103 sin a? — 0,00255 sin 3 g? 

sin A. 3= - — 

1,00255 1 — 0,10103 G0^2(p 

1,10103 0,99745 — 0,00510 cos 2 y . 
"" 1,00255 1 — 0,10103 C082 9> ®^^ ' 

Zieht man es vor, zu einer höheren Potenz von q über- 
zugden, so hätte man zu setzen 

*i {<p> ff)/*2 {<p, i) = igt* = y»/^ tgA = yp'tgA 

*i (2 (p, <?^)/*2 (2 <Py q^) - y2,5/2,44949 • tg2 u 
^ 810.2 <p — q^ &in6(p + q^^ 8mlO(p + ... 
COS297 + q^ cos6 (p + q^^ coq6 q) + . . . 

iäjm = 1,00510 

y^« 0,99490 



Daraus 



iäjm — fb^ == 0,01020 

0,00255 = ^2 + 3^® + ... 



q^ = 0,00255 . 
Vernachlässigt man q^ gegen 1, so ist also 

y2,5/2,44949 tg2 «^ = tg2 9? , 
während tgw = y2/3 tgA . 

Damit ist der Zusammenhang von X und q) in einer anderen 
Form gegeben, die zur Berechnung wohl der ersten Form 
vorzuziehen ist, weil sie mit derselben Leichtigkeit X aus q) 
wie (p aus X zu berechnen erlaubt. 

Wenn a sehr groß gegen 6 ist, so wird man mehr 
Schritte nötig haben, bis die entsprechende Potenz von q 
hinreichend klein wird. Es kann unter diesen Umständen 
zweckmäßiger sein, auf andere Weise zu verfahren. 
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Es sei das Integral vorgelegt 

dfjL 
^a^ cos^/A + c^ sin^yu 



wo a groß gegen c voransgesetzt wird. Wir führen dann 
statt der trigonometrischen Funktionen hyperbolische ein^ 
indem wir setzen: 

sin^u = ^u , cos/i = l/®jof«i , 

Damit wird 

/dfi ^ f ^^ 

y«» cos V + c* sin> Jia^+c^Six 






-h 



du 





Schreiben wir nun a* — ^2 = 62^ gQ igt 

djn __ r dw 

ya^cosV + c^sinV J V«* ®0p«^ — 6^ S^m^u ' 


Jetzt bestimmen wir durch das arithmetisch-geometrische 
Mittel einen Wert m, so daß 

a = mdl{Oq) 

Da a und b hier nahezu einander gleich sind^ so bedarf 
es nur weniger Schritte ; um m mit großer Genauigkeit zu 
erhalten. Dann ist 

du 



J y«' cos V + c* sin V / y*J (0, 



q)€o\'u^'9*(0,q)$m'u 


Nun bestand zwischen den Veränderlichen <p und l 
die S. 229 abgeleitete Kelation 
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dX 

'' ~ y*5 (0 q) cosU + &* (0 g) sinU " 
Geben wir A rein imaginäre Werte X = ui, so wird 

du 



d<p = i 



M (0, q) CJJr'« — ** (0, q) Ate*« 
oder 



^ !/y^w 






wo t? den Wert des gesuchten Integrals bedeutet. 

Dieselben Heihenentwieklungen also, die uns den Zu- 
sammenhang zwischen X und <p eeben. vermitteln also auch 
den Zos^nhang. zwischen Vund V weim i = ui und 
(p = vi darin eingesetzt werden. 

Die vorkommenden trigonometrischen Funktionen gehen 
dabei in hyperbolische Funktionen über. 

Der Übergang der ^Funktionen, in denen q^ statt q 
auftritt, wird in der analogen Weise, wie oben bewerkstelligt, 
indem man setzt: 

Dann ist: 

M0,^)^2(2vi,^)'~di{vi,q)-'»l{vi,q)^\ + 9^C^w 

= i®g(2w7) 

Man hat es dabei nur mit reellen Beihenentwicklungen 
zu tun, da '^i(vi,q)li reell ist. 

So kann man z. 3. bei dem oben auf anderem Wege 
berechneten Integral 

/dfi _ r du 

yo cos V + 4 sin V J p^Opu — bBm^u 



auch den hier dargelegten Weg gehen und hat darnach 

a = 3 6 = y^= 2,23607 

% = 2,61804 &i = 2,59002 

02-2,60403 62-2,60399 
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»»=2,60401 
*8 (0, 2*) = iäjm = 1,00269 
» (0, g^ = ^(SJin = 0,99731 

0,00538 

Ml«!)z:M>^ =, 0,001345 = 2» + g- + .. . 

Daraus 

22 = 0,001345. 

Wenn man die Glieder mit q^ und höheren Potenzen 
vernachlässigen will, so ist: 



t 



11^. «,(2») -«8(2«), 

während 

%m; « y2/23607/3 • ®ge* = y2,23607/3 • sin/* . 

Wenn hyperbolische Tai ebi nicht zur Verfügung stehen, 
so fuhrt man Hilfswinkel ein und setzt 

®gw; = tga ®g(2t;) = sinj8. 
Dann ist 

ffig2w=:sin2a, 2t; = lognattg(j8/2 + 45o). 



V. Abschnitt. 

Reihenentwicklnng der Funktionen 
mit mehr als zwei Veränderlichen. 



§ 26. Die Potenzreihen mit mehreren Teränderliehen. 

Eine Funktion von mehr als einer Veränderlichen kann 
in eine Potenzreihe entwickelt werden, welche die Funktion 
in der Nähe eines Wertsystems der Veränderlichen darstellt. 
SoU z. B. die Funktion f{x^ y...w) in der Nahe des Wert- 
systems a: = a,y = &, ...«7 = e dargestellt werden, so schreibe 
man x — a==^ht, y — b = Jct, ... w — e=^pt und betrachte 
die Funktion 

f{a + ht, h + Jct, ... e + p{) 

als Funktion von t Die Entwicklung nach Potenzen von t 
liefert dann die gewünschte Reihe. Der Veränderlichen t 
kann man dann auch irgend einen bestinmiten Wert, 
z. B. ^ = 1 , geben. Denn die Differenzen x — a , y — 6 , 
... w — e bleiben auch für ^=1 inmier noch ganz beliebig. 
Setzt man der Kürze halber 

f{a + ht, b + kty ... e + p{) = q)({)f 
so ist ^ 

oder anders ausgedrückt, es muß auf die Funktion 

fia + htf h + ktf ... e + p() 

die Operation 

, ö , ö 6 
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angewendet werden. Um <p"(f) zu erhalten^ muß die 
Operation zweimal hintereinander^ um qP^^(f) zu erhalten^ 
nmal hintereinander angewendet werden, was man auch so 
andeuten kann: 



(*Ä+*Ä+--+^Är 



Setzt man in dem Resultat ^=0, so gehen alle Ver- 
bindungen a + hty 'b'\-hty ... e+pt in a,hy^..e über. 
Man kann dabei das Symbol 






wie eine n-te Potenz behandeln und ausfuhren, nur ist dabei 
der Exponent von d als Ordnung des betreffenden Differential- 
quotienten aufzufassen. 
So ist z. B. 

dach oaae cooe 

Die gesuchte Entwicklung hat die Form 

9P (1) = 9P (0) + 9>'(0) + ^^ + . . . 

g?"(0) 

y enthält alle Glieder, die in h,Jc,^,.p von der n-ten 

Dimension sind. 

Um die Genauigkeit der Annäherung zu beurteilen, die 
man durch irgend eine Anzahl Glieder der Reihe erreich«^ 
hat man den folgenden Anhalt. 

Wenn die n-ten Differentialquotienten von f dividiert 
durch nl dem absoluten Betra^ce nach nicht s^rößer sind als 
Jf/r-, BO ist ^">(0)/»! naTseinem Bildu^gesetz nicht 
größer als 

M{\h\ + \k\ + ... + \p\)*lr''. 
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Laßt man daher die absoluten Betrage der Größen 
h,Jc,,,.p in ihrer Summe kleiner als r^ bleiben, wo r^^^er 
und £ ein echter Bruch ist, so muß der Fehler des 
Näherungswertes 

dem absoluten Betrage nach kleiner sein als 

jjf (ßH ^ £«+1 ^ _ ^) = M^Jl — e . 

Die Genauigkeit der Näherungswerte wird sehr groß, 
wenn die Größen h,k,.. .p ^ehr klein sind. In der Tat ist 
es ebenso, wie in dem Falle einer Veränderlichen. Die 
Entwicklung stellt in unendlicher Nähe der Stelle a, &, . . . p 
die Funktion besser als jede andere Entwi«jklung dar, deren 
Glieder ganze rationale Funktionen von h,k,...p sind. Das 
will heißen, wenn man bei einer anderen Entwicklung einen 
Näherungswert derselben Dimension nimmt, so wird dessen 
Fehler für hinreichend kleine Werte von Ä, i, . . .p notwendig 
größer, als der Fehler des entsprechenden Näherungswertes 
der Taylorschen Entwicklung. Denn ist die Dimension 
der Näherungswerte gleich n — 1, so ist der Fehler des 
Näherungswertes der Taylor sehen Entwicklung von der 
n-ten oder von einer höheren Ordnung ia hyh,,..p. Der 
Unterschied der beiden Näherungswerte ist dagegen von 
niedrigerer Ordnung als der 9^-ten, weil sie beide von der 
n — 1-ten Ordnung sind. Mithin wird für hinreichend 
kleine Werte von h,k,...p der Fehler des Taylor sehen 
Näherungswertes beliebig klein gegen den Unterschied der 
beiden Näherungswerte und damit auch beliebig klein gegen 
den Fehler des anderen Näherungswertes. Dabei ist freilich 
abgesehen von solchen Werten von Ä,Jk,...^, für welche 
die Glieder niedriger Ordnung sich gegenseitig so kompen- 
sieren, daß sie zusammen kleiner sind als die Glieder höherer 
Ordnung, was sich dadurch rechtfertigen läßt, daß die Ge- 
samtheit dieser Werte eine geringere Mannigfaltigkeit be- 
sitzt als die Gesamtheit aller Werte. 

Wenn die Taylor sehe Entwicklung für bestimmte 
Werte Äi,Ai,...^i konvergiert, so muß sich ein Wert M 
finden lassen, so daß alle Glieder der Entwicklung dem 
absoluten Betrage nach nicht größer sind als M. 
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Es sei nun das Glied betrachtet, in welchem die 
Größen Ai, *i, . . . jPi zu den Potenzen A, /i, . . . a erhoben vor* 
kommen. Ersetzt man jetzt die Größen Ai9Üii...Pi durch 
die Werte hfh,...pf so ist das dasselbe, als ob man mit 



mr-^) 



multipliziert. Wenn daher das Glied ursprunglich dem 
absoluten Betrage nach nicht größer als M ist, so wird es 
nach der Substitution absolut genommen nicht größer sein als 

M ^ 



h 


i 




• • • 


p 
Pi. 



Sobald also die Größen h,k,..,p absolut genommen 
kleiner sind als ^i^^^^-^j^i^ so muß eine Reihe entstehen, 
die unbedingt konvergiert. Denn die Summe der absoluten 
Betrage ist kleiner als 



h 



und diese Reihe ist gleich 



k 



P 

Pi 





1 






1 






1 




1- 


— 


h 


1- 


— 


k 


... 

1- 


— 


p 
Pl 



Die Konvergenz ist gleichmäßig in dem folgenden Sinne: 
Wenn man hjJc,.,,p auf solche Werte beschrankt, bei denen 

die absoluten Beträge j- , ir ^ • • • einen echten Bruch 

e nicht übersteigen, so wird ein Näherungswert der 
Taylor sehen Entwicklung von hinreichend großer Dimension 
für alle betrachteten Werte von h,Jc,.. .p die Funktion mit 
beliebiger Genauigkeit darstellen. Der Fehler des Näherungs- 
wertes von n — 1-ter Dimension ist nicht größer als 

wenn Nny Nn^i,... die KoefiSzienten von c*,€"+^,.,. in 
der Entwicklung von (1/1 — e)^ (m die Anzahl der Ver- 
änderlichen) bedeuten 

JV; = (n+l)(w + 2)...(n + m-l). 



Runge, Theorie und Praxis der Reihen. 



16 



242 V. Absclinitt. Reihenentwicklung der Funktionen usw. 

Was das Rechnen mit Potenzreihen mehrerer Ver- 
änderlicher betrifft; so ist kaum etwas hinzuzufügen zu dem^ 
was bei den Potenzreihen einer Veränderlichen darüber be- 
merkt worden ist. Die unbedingte Konvergenz ermöglicht 
die Umstellung der Glieder imd Addition^ Subtraktion^ 
Multiplikation können ohne weiteres ausgeführt werden. 
Was die Division betrifßb^ so läßt sie sich auch ohne 
weiteres in derselben Weise wie bei einer Veränderlichen 
machen ; wenn der Divisor beim Nullsetzen der Veränder- 
lichen nicht verschwindet. Nur wird der Rest nicht notwendig 
bei jedem Schritt von höherer Ordnung, sondern nur nach 
so viel Schritten, als die betreffende Dimension Glieder hat. 
So sind z. B. bei der Division 



1 -^x +2y 



1 —X —y 

1 +x +2y 



1 —2x —3y 



—2x —3y 

—2x —2x^ —Axy 

—3y +2x^ +4:xy 

—3y —3xy —6y^ 

2x^ +7xy +6y2 

der erste und zweite Rest noch von erster Ordnung und 
erst der dritte Rest ist von zweiter Ordnung. 

Wenn man bei der Division nach irgend einer Anzahl 
von Schritten innehält, so kann man die Genauigkeit be- 
urteilen, wenn man für den absoluten Betrag des Restes 
eine obere Grenze und für den absoluten Betrag des Nenners 
eine untere Grenze angeben kann. Denn wenn Z und N 
Zähler und Nenner bezeichnen und Q und R die gefundenen 
Glieder des Quotienten und den Rest bedeuten, so ist 

Z/N^ Q + RjN. 

Es muß sich auf diese Weise die Taylorsche Entwicklung 
von Z/N ergeben. Denn wenn die Ordnung des Restes B 
bei irgend einem Schritte der Division gestiegen ist, so 
muß das zugehörige Q von niedrigerer Dimension sein als 
die Ordnung des Restes. Denn das letzte Glied von Q 
ist von derselben Dimension, wie das erste Glied des vorher- 
gehenden Restes. Damit ist aber gezeigt, daß Q mit dem 
Näherungswert gleicher Dimension der Taylor sehen Ent- 
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Wicklung übereinstimmen muß. Täte er es nämlich nicht, 
so wäre die Differenz der beiden Näherungswerte von nie- 
drigerer Ordnung als ihre Fehler, was nicht möglich ist. 

Man kann die Division auf Multiplikation zurückführen. 
Ist nämlich a das konstante Glied des Nenners und be- 
zeichnet man die Gesamtheit der übrigen Glieder mit w, 
so daß Z=^a-\-u, so ist 1/^=»— ^ + a-~^w + a— ^w2 + ... 
Beschränkt man nun die Werte der Veränderlichen so, daß 
auch, wenn in u alle Glieder positiv genommen werden, die 
Sunune kleiner als a bleibt, so ist die Reihe a"~^ + «~^w 

+ a~*w2_^ unbedingt konvergent und man kann die 

einzelnen Glieder nach ihren Dimensionen ordnen. Das gibt 
die Taylor sehe Entwicklung von \jZ, Jede Division 
durch Z ist dann ausführbar dadurch, daß man den Divi- 
dendus mit dieser Reihenentwicklung multipliziert. 
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In irgend einem gegebenen' Bereich im Gebiete der 
veränderlichen Größen x,y,...w ist die Taylor sehe £nt^ 
Wicklung im allgemeinen nicht die beste Darstellung einer 
Funktion. Auch wenn man die Stelle a, 6, ... e so wählt, 
daß die obere Grenze der Größen % = x — a, Ä; = y — fe, ... 
p=^w — c möglichst klein ist, wird bei der Taylor sehen 
Entwicklung zwar in der Nähe der Stelle a, 6, ... e die 
Genauigkeit eines Näherungswertes sehr groß. Dagegen 
werden in weiter abliegenden Stellen andere Darstellungen 
eine größere Genauigkeit geben. 

Wir werden wieder, wie im Falle einer Veränderlichen, 
solche Entwicklungen bevorzugen, deren Näherungswerte den 
mittleren Fehler zu einem Minimum machen. 

Dieser Mittelwert hängt indessen von der Form des 
Bereiches ab und damit ergeben sich auch je nach der 
Form des Bereiches verschiedene Entwicklungen. 

Nehmen wir z. B. den Fall zweier Veränderlichen a?, y, 
imd betrachten wir den Bereich der Werte x gleich — 1 bis 
+ 1 und y gleich — 1 bis +1. Wir suchen für eine in 
diesem Bereiche gegebene Funktion von x und y einen 
Näherungswert g{x,y), der eine ganze rationale Funktion 
von X und y gegebener Dimension sein und den ndttleren 

16* 
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Fehler und damit auch das Quadrat des mittleren Fehlers, 
d. h. das Integral 

^U'j j{f{^>y)-9{^.y)ydxdy 

—1—1 

zu einem Minimmn machen solL 

Statt der Potenzen von x und y führen wir die oben 
betrachteten ganzen rationalen Funktionen Pa{x) und Pß{y) 
in dem Ausdruck von g(x,y) ein. Wie wür oben 8. 119 
sahen, ist xf* als lineare Funktion von Pi(x)...Pa{x) dar- 
stellbar. Mithin wird ein Glied oc^yf* als eine Summe von 
Gliedern von der Form 

darstellbar, in der a + ß nicht größer als Jl + Ae ist. Auf 
diese Weise wird 

9{^^9) = yi<^aß Paipc) Pßiy) , 



^aaßPaipc] 



wemi wir Po = 1 setzen und a, ß aUe Kombinationen d&t 
Zahlen 0, 1, 2 ... bedeuten, für die a + ß höchstens gleich 
der Dimension von g{x,y) ist. 

Die Minimumsbedingung verlangt nun, daß die Diffe- 
rentialquotienten des mittleren Fehlerquadrats nach den 
Größen aaß verschwinden. Der Differentialquotient nach 
üif^ liefert gleich Null gesetzt die Gleichung: 

I j(f{^,y)-9{^>v))Pii^)PÄy)ä^äy==o. 

—1—1 

Hier setzen wir fOr g(x,y) die Entwicklong 

Yaaß P„ (x) Pß (y) 
oTß 
ein. Da nun 

+1 +1 

jPa{x)Px{x)dx und JPß(y)P^(y)dx 

—1 —1 

nur für a^X und ß = p von Null verschiedene Werte 
2/(2 A+1) und 2/(2/^ + 1) haben, so erhalten wir: 
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+1+1 

—1—1 

So wird z. B. üqq gleich dem Mittelwert von f{x,i/) in dem 
gegebenen Gebiete. a;i^/(2Jl + l)(2jM + l) ist gleich dem 
Mittelwert von f(x, y) Fi yx) P^ (y) . 
Multipliziert man die Gleichung 

+1+1 

} j{my)-9{^,y))Px{oo)P^{3f)dxdy^O 
—1—1 

mit alfJ^ und addiert über alle Wertepaare l, fij die in gix^y) 
vorkommen, so ergibt sich 

4-1 -fi +1+1 

/ ff{^^y)9{^yy)äxdy—j fg^ix,y)dxdy = 0. 
—1—1 —1—1 

Folglich läßt sich das Quadrat des mittleren Fehlers 
in die Form bringen: 

-fl4-l +1+1 +1+1 

V*/ j(f-gYdxdy^ Vi/ jPdxdy- V,/ ffgdxdy 

—1—1 —1—1 —1—1 

-fl-hl +1+1 +^+^ 

+ Vi/ fg' dx dy = Vi/ fP dx dy — V4/ fg^ dxdy. 

—1—1 —1—1 —1—1 

Nun ist 

j fg P, [x) P^ {y) dxdy = a,^- 2/(2 A + 1) • 2/(2 n + 1). 

—1—1 

Multipliziert man auch hier mit a^/« und addiert über 
alle Wertsjsteme Xj /jl, die in g {x, y) vorkommen^ so ergibt sich 

( Jg^dxdy^A.Ta\^l{2X + \){2,jL+l), 
ii-i ^ 

und damit wird das Quadrat des mittleren Fehlers gleich: 
yj fp dx dy - 2'at/(2 A + i) (2 /i + 1) . 

-1—1 ^»A* 

Wenn daher die Größen a;» berechnet sind^ so braucht 
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man nur das mittlere Quadrat von f zu kennen, um über 
die erreichte Genauigkeit Aufschluß zu erhalten. 

Ist f{x,y) selbst eine ganze rationale Funktion von x 
und y, so, kann man die Werte von ax^^ auch dadurch er- 
halten, daß man in f[x,y) die Potenzen von x und y durch 
die Funktion Pa{x) und P/?(y) ausdruckt. 

So ist z. B. 

Die lineare Funktion^ die diese Funktion zweiten Grades 
in dem Gebiete x = — 1 bis +1, y = — 1 bis +1 am 
besten darstellt, ist demnach gleich 

Das Quadrat des mittleren Fehlers ist 

4 a;/45 + 65/9 + 4^/45, 

wahrend, wenn man die lineare Fimktion «o + ^^+^iy 
nehmen würde, das Quadrat des mittleren Fehlers gleich 

a5/5 + &;/9 + c'/ö + 2 a, Ca/9 

. . .. = 4 a5/45 + ?^V9.+ 4 c^^ö + 1/9 (a, + c,)' . 

Das Quadrat des mittleren Fehlers ist dann also um 
1/9(02 + ^2)^ größer als bei der besten Annäherung. 

Man kann allgemeiner sagen: Wenn man in g{x,y) die 
Koeffizienten a^^ in aji^ + a^^ verwandelt, so wird das 
Quadrat des mittleren Fehlers um 

— 1 

vergrößert, d. i nun 

-?a!^.l/(2A + l)(2/i+l). 
Denn in dem Ausdrucke 

VJCA«, y) - ^(«-i^ + a-i^) Px (^) Pm mYA^äy 

— 1 

verschwinden infolge der Minimumsbedingung die in a^^ 
linearen GUeder. 
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Das Gebiet, in welchem fipc^y) durch eine ganze ratio- 
nale Funktion von x und y mit möglichst geringem mitt- 
leren Fehler ersetzt werden soll, ist in dem eben betrach- 
teten Falle ein Quadrat mit den Eckpunkten a; = + l, y= + l; 
x = — \y y =+l; x= — ly y^ — 1; ^ = + 1, y =—l. 
Ist das Gebiet ein Rechteck, bei dem die Werte von a^ 
zwischen x^ und X2, die Werte von y zwischen y^ und y^ 
liegen, so hat man nur statt x und y die neuen Veränder- 
lichen u, V durch die Gleichungen 

einzuführen. Dann Uegen t^ und 1; zwischen den Grenzen 
— 1 und -(-1, und wir erhalten die gesuchte ganze rationale 
Funktion von u und v wie oben. 

In ähnlicher Weise läßt sich auch der Fall behandeln, 
wo das Gebiet ein beliebiges Parallelogramm ist. Man hat 
nur nötig, durch eine lineare Transformation der Koordinaten 
das Parallelogramm auf das Quadrat abzubilden. 

Sind z. B. die vier Geraden, die das Parallelogramm 
begrenzen, durch die Gleichungen 

ax-^-'by-^c =0 a^x-{-\y-{-c^=^ 
ax + hy +(/^0 aix + biy + (fi = 

gegeben, so hat man zu setzen 

c — cf c + cf 

u = ax + by + 



— - — v===aiX + hiy-\ —. 

In u und v sind dann die begrenzenden Geraden durch 
^ = +1 und t7=-j-l ausgedrückt. Damit ist auch dieser 
Fall auf den zuerst behandelten zurückgeführt. 

Wenn f{x,y) nicht selbst eine ganze rationale Funktion 
ist, so wird man immer genauere Näherungswerte für f(x,y) 
erhalten, je größer die Dimension des Näherungswertes ge- 
nommen wird. Dabei bleiben aber die schon bei kleineren 
Dimensionen gefundenen Koeffizienten a;i^ dieselben, und 
der Übergang zu höheren Dimensionen besteht nur darin, 
^aß neue Glieder hinzukommen. Das heißt, es ergibt sich 
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von der Eigenschaft^ daß die Summe der Glieder dieser 
Beihe bis zu irgend einer Dimension in dem Quadrate x=^ — 1 
bis +1, y = — 1 bis +1 die Funktion f{x,y) besser als 
jede andere ganze rationale Funktion gleicher Dimension 
darstellt. Als die beste Darstellung ist dabei diejenige an- 
gesehen^ für die der mittlere Fehler möglichst klein ist. 

Es sei f{x,y) eine periodische Funktion von x und y, 
und beide Perioden seien gleich 2 7i. Man kann dann eine 
Näherungsfunktion N{x,y) von der Form 

N{x, y) =2axfjt sinA^ sin^y -{-ühxfi ^mkx cos/^y /A = 1, 2 . . . r\ 
2cxijt co^kx sin fiy -\-2dxf^ cosXx cos/uLy \/i= 1, 2 . . . 5/ 

suchen, für welche der mittlere Fehler innerhalb des Perioden- 
quadrates x = bis 271 und y = bis 2?! möglichst klein 
wird. Zu dem Ende sind die Konstanten a^^, hx/^, Cx/xy dx^ 
so zu bestimmen, daß 

f f(f{^> y) — N{^> y) Y d^ ^y 



ein Minimum wird. 

Die Differentiationen nach a;i^, hxfu Cxfi, dxf^ liefern die 
Gleichungen: 

2n2n 

I \f{x, y) smXx smjbiy dx dy = axf^ n^ 



1 ff{x, y) sin Aa? cos/uy dx dy = hxf^ n^ 


2n2n 

I ffip^) y) COS Aä; Qinjuy dx dy = CXf4, n^ 


2n2n 

I f(x,y)co8kxGosiLiydxdy = dxfi7i^. 



Wir sehen wieder, daß die Koeffizienten a^^, bxf*y <^Xft 
nicht von der Gliederzahl der Näherung abhängen, daß also^ 
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wenn man die Zahl der Glieder steigert, die schon berech- 
neten Koeffizienten dieselben bleiben und nur neue Glieder 
hinzukommen. 

Läßt man die Gliederzahl unbegrenzt wachsen, so er- 
gibt sich auf diese Weise eine unendliche Doppelsumme, deren 
Näherungswerte, wo immer man die Beihe auch abbricht, die 
gegebene Funktion mit einem geringeren mittleren Fehler 
darstellen, als bei anderen Werten der Koeffizienten. Die 
Näherungsfunktionen stellen daher in diesem Sinne die Funk- 
tion f(x,y) besser dar, als jede andere Summe derselben Form. 

Diese Darstellung sowohl wie die vorhergehende durch 
ganze rationale Funktionen von x und y läßt sich ohne 
weitere Schwierigkeiten in derselben Weise auf beliebig 
viele Veränderliche übertragen. 

Es sei eine Funktion f{Xyy) innerhalb eines Kreises 
vom Radius 1, also für a;2-fy*<l, durch eine Näherungs- 
funktion mit möglichst kleinem mittleren Fehler darzustellen. 

Wir führen an Stelle von x und y Polarkoordinaten r 
und (p ein (rr^rcos^? und y^rrniq!) und lassen dabei 97 
von bis 2 TT und r von — 1 bis +1 laufen. Dabei muß 
natürlich die Funktion dieselben Werte annehmen, wenn 
gleichzeitig 9? um n zunimmt und r in — r verwandelt wird. 

Die Näherungsfunktion setzen wir in der Form an: 

N{^9 <P) =^^A W («^A* ^oajLL(p + hf, sin/i9?) . 

In diese Form läßt sich offenbar jede ganze rationale Funk- 
tion von X imd y bringen, wenn auch nicht umgekehrt 
jeder Ausdruck von dieser Form eine ganze rationale Funk- 
tion vpn X und y ist. 

Nun sollen die Koeffizienten ^a^ und b^f^ so bestimmt 
werden, daß 

jj{f—N)^drd(p 

ein Minimum wird, wenn das Integral über das Gebiet 
r= — 1 bis +1, 9? = bis in erstreckt wird. Dabei ist 
den Fehlerquadraten je nach dem Abstände des betreffenden 
Punktes vom Mittelpunkte des Kreises verschiedenes Ge« 
wicht gegeben. Das Gewicht ist dem Abstände umgekehrt 
proportional angesetzt. Dadurch fällt der Faktor r des 
Fläohenelements rdrdfp fort 
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Die Minimumsbedingangen liefern die Gleichungen 
(/■ — N) Px (r) cos/j,q) drd(p = 
' — N) Px (r) sin/i9? drd(p = . 



ii<f- 

Daraus folgt wegen der oben auseinandergesetzten Eigen- 
schaften von Px{r), sm/xq) und cos/i^?: 



fPx (r) co8jLi(p dr d<p == 7r/(2 A + 1) a^^ 
fPx (r) Qm/iq) dr d(p = n/(2 A + 1) bx^ . 



// 
// 

Ist von den Zahlen l und /i die eine gerade^ die andere 
ungerade^ so gehen Px{r)co8fjiq) und Px{r)8miLi<p ins Ent- 
gegengesetzte über, wenn r in — r und q? in (p-^-n ver- 
wandelt wird. Da nun dabei die Funktion f ungeändert 
bleibt; so müssen in diesem Falle a^^ und ft^^ verschwinden. 
Denn es heben sich immer zwei einander entgegengesetzte 
Elemente des Integrals fort. Wir können dies auch so aus- 
drücken, daß wir sagen^ es müssen axf^ und hx/^ verschwinden, 
sobald X — fi ungerade ist. 

Der Näherungsausdruck läßt sich in die Form bringen: 

-^(^1 9^) =^P^ W • ^~^ («Aa* 't^ oosficp + Ixi^ rt* Bin fiep) . 

Hierin sind rf*C08fi(p und r'^sin^^? ganze rationale Funk- 
tionen von X und y\ denn es ist . 

rf* C0& jLiq) + rf* sin/i9? iz=:rf*ef*f'*=^(x + yiy*. 

Px(r)'r~f* ist als rationale Funktion von x und y aus^ 
zudrücken. Denn da Px{r) für gerade Werte von X nur 
gerade Potenzen von r enthält und für ungerade Werte nur 
ungerade ; und da femer X und ju, gleichzeitig gerade oder 
gleichzeitig ungerade sind, so enthält Px(r)'r~f* in jedem 
Falle nur ganze positive oder negative Potenzen von 
r^ = x^ + y^. Dagegen wird die Näherungsfunktion im all- 
gemeinen keine ganze rationale Funktion von x und y sein. 
Die Koeffizienten axf^, und bxf^ sind wieder unabhängig 
von der Gliederzahl des Näherungswertes und bleiben daher 
ungeändert, wenn man weitere Glieder hinzunimmt Wenn 
man daher die Gliederzahl unbegrenzt steigert, so ergibt sich 
eine bestimmte unendliche Eele. Wo immer mL diese 
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Reihe auch abbricht, so werden die berücksichtigten Glieder 
die gegebene Funktion mit einem mittleren Fehler darstellen^ 
der bei der angenommenen Gewichtsverteilung in dem 
Kreise kleiner wird, als wenn die Koeffizienten andere 
Werte hätt^i. 

Dieselben Betrachtungen lassen sich ohne weiteres auf 
mehr als zwei Veränderliche übertragen. 



§ 28. Eagelfanktionen. 

Eine andere Art der Entwicklung für mehrere Vei^ 
änderliche hat Laplace bei der Untersuchung der Gravi- 
tationserscheinungen eingeführt. Sind m und fx zwei punkt- 
förmig gedachte Massen in den Punkten P und Q, so ziehen 
sie sich nach dem Newton sehen Gesetz mit einer E[raft 
an, die in der Form geschrieben werden kann 

Dabei soll r die Entfernung der beiden Massen bezeichnen 
und k soll die Kraft bedeuten ^ mit der sich die Massen- 
einheiten in der Entfernung 1 anziehen. Verschiebt man 
eine der Massen relativ zur anderen, so muß gegen die an- 
ziehende Kraft eine Arbeit geleistet werden, wenn die Ent- 
fernung sich dabei vergrößert. Vermindert sich dagegen 
die Entfernung, so leistet umgekehrt die anziehende Kraft 
eine Arbeit Wenn dr eine unendlich kleine Änderung der 
Entfernung bedeutet^ so kann man die Arbeit durch den 
Ausdruck 

l—fdr 

bezeichnen, wenn man festsetzt, daß die gegen die Anziehung 
geleistete .Arbeit positiv, die von der anziehenden Kraft ge- 
leistete Arbeit dagegen negativ gerechnet werden soll. 
Werden die Teile aus dem Unendlichen in die Entfernung r 
gebracht, so ist die Arbeit 



r 

fdr 



Tcmfi\——=^ — km/x/r. 



oo 
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Hat man es mit der Anziehmag xa tmi^ die eine ramn* 
lieh ausgedehnte Masse auf eine punktförmige Masse ju, aus- 
vhtf so ist zur Berechnung der Arbeit jedes Massenteilchen 
zu betrachten und über die sämtlichen Massenteilchen zu 
integrieren. Bedeutet y die Dichtigkeit eines Baumelements 
dzf so ist die Arbeit^ wenn yu aus unendlicher Entfernung 
in irgend eine Lage gebracht wird 

'ydr 



-icf^j' 



Dabei ist r^ = (^ — |)2 -\-{y — ^)2 _[_ (^g? — 1)2^ wenn x^y^z 
die Koordinaten der punktförmigen Masse fx und |^ rj, C die 
Koordinaten des Raumelements dx bedeuten. Das Integral 
wird also eine Fimktion von x, y, z. Wir führen die Be- 
zeichnung ein 

V — */y^ 

und nennen V das Potential der räumlich ausgedehnten 
Masse. Wenn man /i in irgend einer Richtung um eine un- 
endlich kleine Strecke von der Länge dn verschiebt^ so ist 
die dabei geleistete (positiv) oder gewonnene (negativ) Arbeit 
gleich der unendlidi kleinen Änderung dY multipliziert 
mit /i. 

Andererseits ist dieselbe Arbeit gleich — Ä ef n , wenn Ä 
die in die Richtung der Verschiebung fallende Komponente 
ist, positiv oder negativ gerechnet, je nachdem sie der Ver- 
schiebung gleich oder entgegen gerichtet ist. Wir haben 
daher 

dn^ 

So ergeben sich unter anderem die Komponenten der 
Anziehung nach den Koordinatenrichtungen durch 

bv dv er 
^e^f"' ~J^'^' ■~ö7'*- 

Das Studium der Funktion V als Funktion von Xy y, z er- 
gibt also auch die Verteilung der anziehenden Kräfte. 

Laplace entwickelt nun die Funktion V, indem er 
unter dem Litegralzeichen 1/r entwickelt. 
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Beeeichnen wir mit li die Entfernung der Masse /i 
vom Koordinatenanfangspunkt^ mit q die Entfernung des 
Raumelements dr vom Koordinatenanfangspunkt^ mit & den 
Winkel^ den B und q miteinander bilden, so ist 

r2 = jR2 — 2^JRcos# + e^ = i2a(l — 2cos*^/i^ + öV-B^)• 
Wir wollen nun annehmen^ daß die Masse /ii vom An- 
fangspunkt weiter entfernt sei als jedes Volumelement dz. 
Dann können wir 1/r nach Potenzen von q/B entwickeln 
und erhalten nach der Beihenentwicklung auf S. 117 

1/r = 1/iJ (1 + Pi (cosd) q/B + Pg (co8#) ^V-B* + • • •) 

und damit 

r= — kjy dz . l/B — Jcjy P^ (cos d) ^ dr • l/JS« 
— kfy P, (cos#) Q^ dr • l/ü» — . . . 

Als Funktion von x, y, z ist 

QJtC 

so daß z. B. 

Pj (cos d)-^«JB=«=fic+i7y + fj8f 

P2(COB*).e2.2J2„_|^2 222 + |(|^4.^y + f^)S. 

Wenn man den Koordinatenanfangspunkt im Schwer- 
punkt der raumlich verteilten Masse annimmt^ so sind die 
statischen Momente 

fr^dxj fyridt, fyCdv 

gleich Null. Damit verschwindet das zweite Glied der Ent- 
wicklung von F. Wenn man femer die Haupttragheits- 
achsen zu Koordinatenachsen machte so werden die Integrale 

jyrjCdr, fyCSdr, jySrjdx 

gleich Null und das dritte Glied der Entwicklung von V 
beschrankt sich^ wenn man x, y, z einführt^ auf diejenigen 
Glieder^ die ^r^, y^y z^ enthalten. Wir bezeichnen me Ge- 
samtmasse mit il und die Trägheitsradien mit Q-^y q^y q^y 
so daß 

lydx^M, ly(ti^ + C^)dT = MQly /y (f » + ^ eZi « Jlf ^1 , 
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Dann läßt sich die Entwicklung von V bis zum dritten 
Gliede in die Form bringen: 

JrM Ic 'M'\ 

+(e?+el— 2^1)«'' 

Für den Fehler dieses Näherungswertes läßt sich eine 
obere Grenze ableiten, wenn man bedenkt, daß die Großen 
Pi{coQ'd) den Wert 1 nicht übersteigen. Nennt man u den 
größten Wert von q/R, der bei der Masse vorkommt, so 
ist der Fehler des Näherungswertes kleiner als 

kjy dt u^jR + Jcjydr u^/B + ..., 

d. h. kleiner als 

Tb"1— w' 

Sobald also die Masse fi vom Schwerpunkt der räumlich 
verteilten Masse weiter entfernt ist als das Zehnfache der 
Entfernung dieser Masse von ihrem Schwerpunkte, so geben 
die drei hingeschriebenen Glieder den Wert des Potentials 
auf etwa ^/looo seines Betrages richtig an. 

Wenn die räumlich verteilte Masse in bezug auf den 
Schwerpunkt derart symmetrisch angeordnet ist, daß jedem 
Massenteilchen ydr im Punkte f , tj, C ein gleiches Massen- 
teilchen ydr im Punkte — f, — rjy — C zugeordnet werden 
kann, so muß auch das vierte Glied der Entwicklung von V 
verschwinden. Denn die Beiträge je zweier solcher Massen- 
teilchen wären 

kyPs (cos #) Q^ dt • l/iJ* und y Pg (— cos#) q^ dx - l/JS* 

und müßten sich gegenseitig aufheben, weil Pq (cosi!>) mir 
ungerade Potenzen von cosd enthält (vgl. S. 119). Dann 
würde der Fehler des Näherungswertes kleiner als 

JcM u^ 
R 1—u 

sein, d. h. bei den eben gemachten Annahmen etwa ^/loooo 
des Betrages von F. 

Sind die drei Trägheitsmomente einander gleich, so 
verschwinden die Koe£Eizienten von x^, y^, 0^ in dem dritten 
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Gliede und V kann mit demselben Grade der Annäherung 
durch 

ausgedrückt werden, d. h. durch das Potential, das wir er- 
halten, wenn wir uns die ganze Masse im Schwerpunkt 
vereinigt denken. In diesem Falle werden die Mveau- 
flächen, d. h. die Flächen, in denen V konstant ist, in denen 
man also die Masse fi ohne Arbeit verschieben kann und 
die infolgedessen überall senkrecht zur Kraftrichtung sind, 
Kugeln, und die Kraftlinien sind gerade Linien, die durch 
den Schwerpunkt gehen. In sehr großer Entfernung geht 
das £j-aftfeld jeder anziehenden Masse in diese Form über. 
Wenn zwei Tragheitsradien, z. B q^ und q^ einander 
gleich sind, so wird mit dem betrachteten Grade der An- 
näherung 

Das Kraftfeld ist dann also symmetrisch um die jer-Achse und 
eine Meridiankurve der Niveauflächen ist in der xis-Ehene 
durch die Gleichung 

gegeben. 

Um diese Kurven zu konstruieren, kann man so ver- 
fahren. Man schreibt die Gleichung in der Form: 

B r> , p ei - g^a;^ - 2 ^ ^) 

IcM 
wo jBi für j^ geschrieben ist. Nun führt man Polar- 
koordinaten ein und setzt 

ic = iJcosa, g = Il&ma 
und damit 

q\ — q\ cos^a — 2 sin^a 



JB = R^ "I~-Bi 



m 



Ffir einen gegebenen Wert von a •wird in erster Annäherung 
R^By. Damit findet man eine zweite Annäherung 
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7? 7? I p g3 — gl cos^g — 2 8inga 
^ = ^+^ — 2 ^2 • 

Mit diesem Wert kann man nötigenfalls eine dritte An- 
näherung finden 

-^ = -fh + ^ — 2 = usw., 

bis sich die Annäherungen nicht mehr wesenüich von- 
einander unterscheiden. Wenn B^ mindestens hundertmal 
größer ist als ^3 — gl, so ist schon Äj — R^ kleiner als der 
hundertste Teil von R^ und JJg — R2 etwa Vioooo> ^^ ^^ 
man bei dem oben angenommenen Grade der Annäherung 
an V bei iJ^ stehen bleiben kann. Man hat also mit R^ 
einen Kreis zu beschreiben und von der Peripherie aus 
auf der Verlängerung des Radius oder auf dem Radius 
selbst einen Betrag abzutragen, der proportional 

cos^a — 2 sin^a = — 1/2 + 3/2 cos2 a 
ist. 

Schreibt man 

■D T> I / 2 2\ cos^a — 2sin2al?* 

B^Ik + iQs-Qi) — (^+Är~^' 

so würde man bis auf die vernachlässigten Größen denselben 

Wert von R2 bekommen; wenn man in derselben Weise 

die zweite Näherung R^ aus der ersten R^ berechnet. Diese 

Gleichung stellt eine Ellipse dar; denn die Gleichung nimmt 

durch Multiplikation mit JB + ^ die Form an: 

2 2 
a;« + «2 = i^ + 03.^ (a;2 _ 2 ;?«) . 

Setzen wir ^ 

iq ~ ' 

so erhält man 

(l — e)x^ + (l + 2e)g^ = I!^. 

Die Hauptbalbachsen der Ellipse fallen in die x- und 
0-Achse und haben die Längen 

Bi/p — s und jRi/yi + 2« 
oder mit demselben Grade der Annäherung wie oben 
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R^+^eR^ und R^ — eB^ 

""^^^ B, + ifei-e?)/iii und B,-{el-Ql)/It,. 

Wenn die anziehenden Massen überall weiter vom An- 
fangspunkt entfernt sind als die angezogene Masse jui, so ist 
überall q>R und es wird die Entwicklung von 1/r nach 
positiven Potenzen von q/R divergent. Man hat alsdann 
nach positiven Potenzen von R/q zu entwickeln: 

r2 = ^2 (1 _ 2 R/q cos* + ÜVe*) 
1/r = I/q (1 +:Pi (cos*) R/q + P^ (cos*) R^/q^ + ...) 

und damit 

Das erste Glied der rechten Seite ist hier von den 
Koordinaten x, y, z der angezogenen Masse unabhängig. 
Das zweite Olied ist eine homogene Funktion ersten Grades 
in Xy y, Zy das dritte eine solche vom zweiten Grade usw. 
Das erhellt sogleich daraus^ daß, wenn man Xy y^ z va 
gleichem Maße vergrößert oder verkleinert^ cos* ungeändert 
bleibt und R sich in demselben Maße verändert. Der 
Fehler des n^ten Näherungswertes kann analog wie oben 
überschlagen werden durch die Bemerkung^ daß P(cos*) 
zwischen — 1 und +1 liegt Er ist nicht großer als 

wo ^0 d!^ kleinste Entfernung des Anfangspunktes von der 
anziehenden Masse bedeutet. 

Die obige Entwicklimg ist identisch mit dw Taylor- 
schen Entwicklung von V nach steigenden Potenzen von 
Xy y, 0y die man auch direkt erhalten kann^ wenn man 

1 1 



r y(a:-f)2 + (y — iy)2 + (^-f)2 

nach steigenden Potenzen von x, yy e entwickelt und in 
das Integral 

Runge , Theorie und Praxis der Reihen. 17 
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*ydx 



'■ 



r 

einsetzt. 

Die Differentialquotienten von V nach x, y, 0, die^ ne- 
gativ genommen, die Komponenten der Anziehungskraft auf 
die Masseneinheit darstellen, erhalt man in der Form un- 
endUcher Seihen, wenn man die Reihe für F GUed für 
Glied differenziert. Ebenso lassen sich die höheren Diffe- 
rentialquotienten bilden. Andererseits kann man sie aber 
auch aus dem Integral 

ydt 



-*/' 



bilden, indem man 1/r unter dem Integralzeichen differenziert. 
Bezeichnet man die Komponenten der auf die Massen- 
einheit ausgeübten Anziehungskraft mit X, Y, Z, so daß also 

so ist 

dx dy dz 

Denn es ist 

d (1\ 1 x—S 



\r) r^ 



32 /1\_3 ( ^-S V 1 
x^ \r) ^r^ \ r ) r^ 



dx\rl r^ r 

und 

6 
und damit 

und folglich 

Diese Gleichung hat eine einfache anschauliche Be- 
deutung. 

Man denke sich nämlich die Kraftlinien als die Bahnen 
einer sich bewegenden kontinuierlich ausgedehnten Materie 
und die Geschwindigkeit, so bemessen, daß X, F, Z gerade 
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die Komponenten der Geschwindigkeit sind an der Stelle 
X, y, z. Die Geschwindigkeit soll also an jeder Stelle des 
Baumes^ wo X, T, Z definiert sind^ von der Zeit un- 
abhängig sein. 

Wir betrachten nun die Bewegung eines unendlich 
kleinen rechtwinkligen Parallelepipedons dx, dy^ d0 in der 
Zeit von t bis t-\-dt. 

Zur Zeit t liege die eine Ecke im Punkte x, y, e und 
die drei hier zusammenstoßenden Kanten haben die Kom- 
ponenten 

dx, 0, 

0, dy, 

0, 0, dz. 

Nach Verlauf der Zeit dt ist der Punkt x^ y, e nach 
x + Xdty y+Ydtf z + Zdt gerückt 

Der Fvaikix + dx, y, d^gen^ wo die Geschwindigkeit 

X+-r — dx f Y=-7i — dx. Z=-7r- dx 

dx dx ^ dx 

herrscht^ ist nach 

ÖX, ,. . ör, ,. . SZ 



x + dx + Xdt + -^—dxdt, y + -^—dxdt, ^ + ^ 

O X ' O X o 



X 



dxdt 



gelangt; wenn man nur die Glieder bis zur zweiten Ord- 
nung beachtet; so daß die K^nte^ die zuerst die Projektionen 

dx, 0, 

hatte; jetzt die Projektionen 

dx + -^—dxdt, -r — dxät, -ir—dxdt 
X X o X 

erhalten hat Die anderen beiden in z, y, z zusammen- 
stoßenden Kanten haben die Projektionen 

-^äydt, dy^-^dydt, -j^^y^i 

ex, ,, ^^j ^. ^ , ö^j ^. 

cz dz dz ■ 

erhalten. 

17* 
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Der Inhalt des Parallelepipedons wird also bis auf die 
Glieder vierter Ordnung gleich der Determinante 

dx + -^—dxdty -^—dxdt, -^—dxdt 

dx ex ex 

-^dydt, dy + j-dydt, J^^P^* 

-ir—dgdt, -^—dzdt. de + -jr—dzdt 

oder bis auf die Glieder vierter Ordnung entwickelt: 

Wenn also mit y die mittlere Dichtigkeit des Teilchens 
zur Zeit t bezeichnet wird und mit y-^dy die mittlere 
Dichtigkeit desselben Teilchens zur Zeit t^dt^ so muß 
die Masse in beiden Fallen dieselbe sein und daher ist 

ydxdydn^{y^rdy)Hxdydß^r\^-V'^'\--^dxdydfidU 
und mithin bis auf Glieder vierter Ordnung: 



oder 



^^dydxdydZ'\-y\^^r-j--^-^dxdydedt 
ex ^ ÖF, ÖZ Idy 



Bx 6y dz y dt' 

Ein positiver Wert von -= — h -ts — t- -tt- wurde also 

'^ dx oy dz 

bedeuten^ daß die Dichtigkeit eines durch den Punkt x, y, z 
stromenden Teilchens abnimmt^ die Punkte der strömenden 
Materie rucken an der betreffenden Stelle auseinander^ der 
Baum^ den dasselbe Massenteilchen annimmt^ vergrößert sich. 

Ein negativer Wert von -5 — |--;^ — h-?r~ bezeichnet um- 

ox oy oz 

gekehrt^ daß die durch den Punkt strömende Materie sich 

verdichtet. Daher nennt man -z — \- -^ — [- -r— die Divergenz 

dx dy dz ° 

des Feldes X^ F, Z an der Stelle x, y^ z. Die Divergenz 
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mißt die relative Änderung der Dichtigkeit — d y/y im Ver- 
hältnis zu der Zeit dt, welche die mit der Geschwindigkeit 
X, Y, Z stationär strömende Materie erfährt. Ist die Diver- 
genz Null, so bedeutet das also^ daß die Dichtigkeit dieselbe 
bleibt. Das Kraftfeld X, Y, Z irgendwie verteilter Massen 
ist also außerhalb der Massen so beschaffen^ daß eine mit 
der Geschwindigkeit X, F, Z strömende Materie keine 
Dichtigkeitsänderung erfährt. 

Wenn man für -X — , -z — , -^— ihre Eeihenentwicklungen 

o X cy dg ^ 

einsetzt^ so muß die Summe für beliebige Werte von x, y, 
Null sein. Das ist nur dadurch möglich^ daß sich die 
Glieder gleicher Ordnung in x, y, £! wegheben. Denn wäre 
es nicht der Fall, wäre z. B. v die nieckigste Ordnung, für 
die sich die Glieder nicht wegheben, so können wir 

R^-]/x^ + y^ + 0^ 

so klein annehmen, daß alle Glieder höherer als der v-ten 
Ordnung gegen die Glieder y-ter Ordnung in der Summe 

ÖX ÖT fl_Z 
dx dy de 

verschwinden. Dann könnte auch die Summe nicht Null sein. 

Dasselbe gilt auch für die erste Form der Entwicklung, 
wo die Potenzen von JB im Nenner erscheinen. Nur würden 
wir hier B sehr groß anzunehmen haben, um die Glieder 
höherer als der r-ten Ordnung gegen die von der r-ten Ord- 
nung zum Verschwinden zu bringen. 

Jedes der in der Entwicklung von V auftretenden 
Glieder führt also, für sich genommen, gerade wie V selbst 
durch Differentiation nach x, y, auf ein Kraftfeld ohne 
Divergenz. 

Die Funktionen, welche durch diese Glieder auf der 
Kugel R = l dargestellt werden, nennt man Kugelfunktionen. 
Sie sind Funktionen des Ortes auf der Kugel. Man kann 
sie als ganze rationale homogene Funktionen von x, y, z 
schreiben, deren Koeffizienten der Bedingung genügen müssen, 
daß die Divergenz des entsprechenden Kraftfeldes ver- 
schwindet. 
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Wenn das Potential V irgend welcher anziehender 
Massen auf der Oberfläche einer Kugel vom Badius a ge- 
geben ist und wenn sich die anziehenden Massen außerhalb 
der Eugel befinden^ so daß das Kraftfeld im Innern der 
Kugel keine Divergenz hat, so laßt sich V im Innern der 
Kugel in der folgenden Weise berechnen, und damit ist 
auch das Kraftfeld im Innern der Kugel gefunden. 

Sei nämlich P ein Punkt im Innern der Kugel. Sei 
P' der Punkt der dem Punkte P nach reziproken Radien 
in bezug auf die Kugel zugeordnet ist. D. h. P' liegt außer- 
halb der Kugel auf der Verlängerung des Badius MP über 
P hinaus im Abstände a^/MP, Dabei bedeutet M den 
Mittelpunkt der Kugel. 

Wenn wir uns nun in P eine anziehende Masse m, in 
P' eine abstoßende Masse m' denken, so erhalten wir ein 
Kraftfeld, dessen Kraftlinien von P'nur ihren Ursprung nehmen 
und in P nur enden. Das Potential dieses Kraftfeldes ist 

wenn / und r die Abstände eines beliebigen Punktes von 2^ 
und P bezeichnen, so daß also 

_du _8u _eu 

die Komponenten der Kraft in ii^end einem Punkte des 
Baumes, sind. Da die Divergenz des Kraftfeldes Null ist, 
so muß sein 

in jedem Punkte des Baumes mit Ausnahme von P und 
P' selbst 

Auf der Oberfläche der Kugel, in bezug auf welche 
die Punkte P und P' zueinander reziprok liegen, haben / 
und r ein festes Verhältnis. Es ist 

r':r = MP'—a:a — MP=a:MP. 

Wenn wir nun m' und m in demselben Verhältnis an- 
nehmen, so ist auf der Oberfläche der Kugel [7=0. 
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Es sei nun V das Potential einer beliebigen Massen- 
verteilung außerhalb der Kugel, so daß im Innern der Kugel 
die Divergenz des entsprechenden Kraftfeldes Null ist. Dann 
ist im Innern der Kugel 

und, wenn man eine kleine Umgebung des Punktes P aus- 
schließt, zugleich 

r fd^U d^U d^ü\ 

Beide Raumintegrale werden nun durch partielle Integration 
umgestaltet in 

^ ^ J on j\dxdx oydy cgdg) ^ 

und 

(2*) —\V^-dw—\\^-^--\'-^^- + ^-^dxdydg=^0. 

^ ' J dn J\dxdx oydy dzdzl 

Dabei bedeutet dw ein Element der Oberfläche des Raumes 
und — ^— , — -^ bedeuten die Kraftkomponenten in Rich- 
tung der nach dem Innern des Raumes gezogenen Normale. 
In dem ersten Integral bildet die Kugeloberflache allein 
die Begrenzung des Raumes, und da hier 17= ist, so ver- 
schwindet 



/ 



U^—dw 
on 



und daher ist auch 
und daher wegen (2*) 



/ 



r^dw=o. 

on 



In diesem Integral kommt aber zu der Kugeloberfläche 
noch die Oberfläche des kleinen Raumteiles hinzu, durch 
den der Punkt P ausgeschlossen wird. Wir nehmen ihn 
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als eine kleine Kugel mit dem Radios e an und haben also 

Jon Jon 

erstreckt über die erstreckt Ober die 

Kugel Tom Radius o. Kugel vom Radius e. 

Bezeichnet da die Öffiiung des Kegels^ dessen Basis dw, 
dessen Spitze in P liegt^ so ist 

dto = e^da. 

Nun ist auf der kleinen Kugel 

-;r- = -;r- = -T + Glieder, die für e = endlich bleiben, 
on or €^ 

und daher ist das über die kleine Kugel mit dem Radius e 
erstreckte Integral gleich 

/Fm da + GUeder, die mit e verschwinden. 

Da dieser Wert sich nicht ändern darf ^ wenn man e be- 
liebig klein nimmt, so muß er gleich dem Grenzwert sein^ 
dem er sich für £ = nähert, d. h. er ist gleich 

Vjmdo= V'tn'Ajt, 

wenn V den Wert des Potentials im Punkte P bezeichnet. 
Mithin ist 

on 

erstreckt über die 
Kugel Tom Radius a. 

Für — 3— finden wir in einem beliebigen Punkte Q 
on 

der Kugeloberflache: 

^^ ^'cos(Jf(?PO + ^cos(JlfQP) 



dn ^2 V ^ / ' ^2 

~""r^ 2ar' "^r« 2ar 

Auf der Kugeloberfläche ist aber 

m'_ m 
Vir' 

folglich 
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eu m 



dn 2ar^ 
Femer ist 



'a2 — Jf P2 + (^]\mP' 2 — a^)\ . 



also 



m a + MP a — MP 
m'~a + MP'^ MP' — a' 

(mV a^ — MP^ 
\m'l ~ MP'^ — a^ 



und daher endlich 

eu m(a^ — M P^) 

Der Wert von V wird damit in irgend einem Punkte P 
im Innern der Kugel aus seinen Werten auf der Oberfläche 
der Kugel durch das Integral gefunden: 



^na J 



^,a^ — MP^^ 

V dw . 



Wenn andererseits V den Wert eines Potentials im 
Punkte P' bedeutet, das von Massen im Innern der Kugel 
herrührt und auf der Kugel dieselben Werte hat wie das 
zuerst betrachtete Potential, so ist 



oder 



m' Bf a 

na J 



Ana J /^ 

Man findet diese Formel in derselben Weise wie die 
für das Potential im Innern der Kugel, wenn man nur die 
Integrationen über den Raum außerhalb der Kugel erstreckt. 
%ir denken uns nun den Anfangspunkt des Lordinaten- 
Systems in den Punkt M gelegt und bezeichnen MP mit R 
und < QMP mit #. 

Dann ist 

r==ia^ — 2aRQ08& + R^ 



und nach der Formel in § 14, S. 117 haben wir 

l = ^ + P,(C08^)| + P,(c08d)^* + ... 
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Für einen festen Wert von # und a wird 

dr B — acos& R r^ — a^ — R^ r a^ — R^ 

dR~ r "7"*" 2rR ~2R 2rR 

und damit ist 

a2 — Ü2 1 2R dr 1 , ^ ^dljr 



r 



3 r r^ dR r ' dR' 



Wir können daher aus der Reihenentwicklung für 1/r 
durch DiflTcrentiation nach R die Reihenentwicklung für 

^2 jfj2 

- ableiten und finden 



A»3 



Setzen wir diese Entwicklung in das Integral für die 
Potentialfunktion V ein, so erhalten wir 

4 7ia2 V=jVdw + 3 -/ FPi (cosi?) dw; + 5 - J l^PgCcos^) dw; + ... 

Die einzelnen Integrale auf der rechten Seite der Glei- 
chung sind Kugelfunktionen. Für R = a rückt der be- 
trachtete Punkt P auf die Kugeloberfläche und wir erhalten 
die auf der Kugel gegebene Funktion V in eine Reihe nach 
Kugelfunktionen entwickelt, und es läßt sich beweisen, daß 
die Reihe für eine willkürlich auf der Kugel gegebene 
Funktion konvergiert. 

Die Potentialfunktion F', die einer Massenverteilung 

im Innern der Kugel entspricht, wird außerhalb der Kugel 

durch eine Reihenentwicklung dargestellt, die man durch die 

Beziehun&ren ^ 

"=" m a , R a 

aus der Entwicklung von V erhält: 
4naR'V' =frdw + 3 i?fvPi (cosd) dw + b ^fvPi (cos#) dw + ... 
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